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§1. Явления и процессы, математическое описание которых                         

приводит к понятию предела 

Рассмотрим несколько функциональных зависимостей между переменными 

величинами, участвующими в определенных процессах. При этом нас будет ин-

тересовать безграничное  увеличение  этих переменных, а также возможное 

их приближение  к тем или иным постоянным .  

1. Представим себе летящую комету, которая, обогнув в своем полете Солн-

це, неограниченно во времени и пространстве удаляется от Солнца по некото-

рой траектории. Тогда переменное расстояние r  от Солнца до кометы безгра -

нично  увеличивается , а сила F  ее притяжения к Солнцу безгранично  

приближается  к  нулю , так как по закону всемирного тяготения эта сила об-

ратно пропорциональна 2
2: ,kF

r
r =  где k – постоянная для данной кометы вели-

чина.  

В дальнейшем слово "стремится" будем обозначать стрелкой  "→".    

2.  Пусть маятник OM  (рис. 1) колеблется около 

вертикальной оси Ou , совершая при этом незату-

хающие колебания от положения I до положения II и 

обратно бесконечно много раз и затрачивая на каж-

дое колебание одно и то же время. Таким именно  

будет колебательное движение маятника под дейст-                      Рис. 1 

вием силы тяжести при отсутствии сопротивления среды. Ось Ou  будет осью 

равновесия. 

Обозначим через α  переменный угол между направлением маятника OM  и 

вертикальной осью Ou . Угол, который образует направление OM с горизон-

тальной осью Ox , обозначим через β . Для положения I считаем, что 45α = �        

и 45β =
�

, а для положения II считаем  45α = − � , а 135 .β = �
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При безграничном увеличении времени t  качания маятника переменная α  

изменяется от 45
�

до 45−
�

и обратно, а переменная β  от 45−
�

 до 135
�
 и  также 

обратно, проходя эти все промежуточные значения бесконечно много раз.  

При этом α  и β  не  приближаются  окончательно  (не стремятся) ни к ка-

кому определенному значению угла и не  увеличиваются  безгранично .  

3. При различных измерениях одной и той же постоянной величины получа-

ются различные ее приближения. Чем выше степень точности измерения, тем 

ближе приближенное значение к истинному  значению и тем меньше абсолют-

ная погрешность приближения. Представим себе, что наши возможности полу-

чения все лучших и лучших приближений неограниченны, и мы можем получить 

бесконечную  последовательность  таких приближений к истинному зна-

чению 1 2: , , , ,nb x x x… … . 

Тогда при безграничном увеличении n  зависящая от него переменная 

nx стремится к нулю ( nx →0). Например, требуется найти десятичные приближе-

ния с недостатком для числа 1
3

b = . Очевидно, что в этом случае  

   1 2 30,3, 0,33, 0,333,x x x= = = …  

   1 2 30,1, 0,01, 0,001,∆ = ∆ = ∆ = … 

При безграничном увеличивающемся n  получаем  1, 0.
3 nnx → ∆ →  

О безгранично увеличивающейся переменной величине x  говорят, что 

xстремится  к  бесконечности : .x → ∞  При этом слово "бесконечность" 

и символ ∞  не означают какого-либо математического объекта и имеют смысл 

лишь как составная часть выделенного в тексте предложения. 

Мы рассмотрели ряд функциональных зависимостей между переменными 

величинами, участвующими в тех или иных процессах. Для каждой из рассмот-

ренных зависимостей нас интересовал следующий вопрос: если одна из пере-

менных, принимаемая за независимую  стремится к ∞  или к определенному 

значению величины, то как при этом ведет себя другая (зависимая) перемен-
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ная? Стремится ли она к какому-нибудь значению величины или к бесконечно-

сти либо, напротив, она ни к тому, ни к другому не стремится? 

В рассмотренных примерах мы встречались с функциональными зависимо-

стями обоего рода. В случае незатухающих колебаний (пример 2) имеем две   

зависимости второго рода: при t → ∞  ни α , ни β  не стремятся, ни к какому-

нибудь определенному значению, ни к бесконечности. В остальных рассмотрен-

ных случаях мы столкнулись с функциональными зависимостями первого рода – 

зависимая переменная стремится к определенному значению той или иной ве-

личины или к бесконечности. Так, в примере 1 при t → ∞  расстояние r → ∞ , 

сила 0F → . В примере 3 при nn x b→ ∞ → , а 0n∆ → . 

§2. Числовые последовательности 

Всякая функция, определенная на множестве N  натуральных чисел, в отли-

чие от функций непрерывно изменяющегося аргумента допускает последова-

тельное расположение своих значений в виде бесконечной цепочки элементов. 

Поэтому функциям с областью определения N  и присваивается название по-

следовательностей . 

Таким образом, если каждому натуральному числу n  поставлено в соответ-

ствие число na  то говорят, что задана числовая последовательность 

1 2, , , ,na a a… …, или, сокращенно, последовательность { }na .  

Наиболее удобно задавать числовую последовательность { }na  при помощи 

формулы для ее общего члена. Например, 
1 ( 1)12 , , .

n
n

nn n
na a a nn

+ −+= = =  

Нередко последовательность задают рекуррентным соотношением, то есть 

формулой, выражающей na через некоторые предшествующие ему члены по-

следовательности, например, последовательность чисел Фибоначчи 

1,1,2,3, , ,na… … задается формулой 1 2nn na a a− −= +  для 2n >  и условием 

1 2 1.a a= =  
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Поскольку всякая числовая последовательность может рассматриваться как 

функция натурального аргумента, то на числовые последовательности перено-

сятся понятия монотонности и ограниченности функций.  

Числовая последовательность { }na  называется возрастающей , если для 

 любых натуральных чисел 1n  и 2n  из условия 1 2n n<  следует, что 
21n na a< . 

Числовая последовательность { }na  называется неубывающей , если для 

любых натуральных чисел 1n  и 2n  из условия 1 2n n<  следует, что 
21n na a≤ . 

Числовая последовательность { }na  называется убывающей , если для лю-

бых натуральных чисел 1n  и 2n  из условия 1 2n n<  следует, что 
21n na a> . 

Числовая последовательность { }na  называется невозрастающей , если 

для любых натуральных чисел 1n  и 2n  из условия 1 2n n<  следует, что 
21n na a≥ . 

Числовая последовательность называется монотонной , если она убы-

вающая, или возрастающая, или неубывающая, или невозрастающая. 

Последовательность { }na  называется ограниченной  сверху , если суще-

ствует число B  такое, что для любого натурального числа n  справедливо нера-

венство na B≤ .  

Последовательность { }na  называется ограниченной  снизу , если сущест-

вует число A  такое, что для любого натурального числа n  справедливо нера-

венство na A≥ . 

Последовательность { }na  называется ограниченной , если она ограничена 

и снизу и сверху. 

Пример 4. Доказать, что последовательность { }na  ограничена,  

если 11
n

na n
 = + 
 

. 
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Решение. Так как все члены последовательности положительны, то 0na ≥  

при любом натуральном n ; таким образом, последовательность ограничена 

снизу. 

Преобразуем общий член последовательности по формуле бинома Ньютона 

1 1 1 1( ) ,n n n k k n k n n n
n n nx a x C ax C a x C a x a− − − −+ = + + + + + +… …  

где 
( 1)( 2) ( ( 1))

.
1 2 3

k
n

n n n n k
C

k
− − − −=

⋅ ⋅
⋯

⋯
 

Получаем 2
( 1)( 2)1 1 111 1 1

1 2 1 2 3

n n nn
n n n

− −− + = + + ⋅ + ⋅ +  ⋅ ⋅ ⋅ 
… 

   1

( 1)( 2) ( ( 1)) 1
1 2 3 n

n n n n
n n −

− − − −+ ⋅ =
⋅ ⋅
⋯

…
⋯

 

1 1 1 1 2
2 1 1 1

1 2 1 2 3n n n
    = + − + − − +    ⋅ ⋅ ⋅    

… 

   
1 1 2 1

1 1 1
1 2

n
n n n n

−    + − − − <    ⋅     
… ⋯

⋯
 

1 1 1 1 1 1
2 2

1 2 1 2 3 1 2 3 2 2 2 2 2 2 2n
< + + + + < + + + + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
… …

⋯ ⋯
 

2 3 1 1

1
11 12 21 1 1 1 1

2 2 2 1 3.
12 2 2 2 21 2

n n

n

− −

−  −     + + + + + = + = + − <
−

…  

Итак, для любого натурального n  справедливы неравенства 

12 1 3.
n

n
 < + < 
 

 

Следовательно, данная последовательность ограничена.  

§3. Предел числовой последовательности 
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Число a  является пределом последовательности { }na , если для любого по-

ложительного числа ε  (эпсилон) найдется число N  такое, что для каждого на-

турального числа n N>  все последующие члены последовательности удовле-

творяют неравенству .na a ε− <  

То, что число a  является пределом последовательности { }na , записывается 

так:       lim .n
n

a a
→∞

=  

( lim есть сокращение латинского слова limes, которое означает «предел»). 

Так как неравенство    na a ε− <     равносильно неравенствам 

     ,na aε ε− < − <   или 

     ,na a aε ε− < < +  

то утверждение о том, что число a  является пределом последовательности { }na , 

означает, что для любого 0ε >  найдется число N  такое, что, начиная с номера 

1N + , все члены последовательности 21, ,NNa a ++ …  принадлежат интервалу 

( );a aε ε− + , а вне этого интервала находится, быть может, лишь конечное          

число членов последовательности (рис. 2). 

 

Если последовательность { }na  имеет предел, то она называется сходя-

щейся ; в противном случае – расходящейся . 

Рассмотрим два примера, иллюстрирующие определение конечного предела 

числовой последовательности. 

Пример 5. Доказать, что предел числовой последовательности с общим чле-

ном 
1n

na
n

= +  равен 1, то есть, lim 1.
1n

n
n→∞

=
+
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Решение. Возьмем произвольное 0ε > . Наша задача – найти число N , за-

висящее от ε  такое, что для любого n N>  имеет место 1na ε− < . 

Так как 
11 11 1 ,

1 1 11
n

n n na
n n nn

−− −− = − = = =+ + ++
  то  

1 .
1n

ε<+  

Решим неравенство относительно n :  1 11 , 1n n εε+ > > − . Следовательно, для  

любого 1 1n ε> −  имеет место 1na ε− < , причем за искомое ( )N ε  можем  

принять число 1 1N ε= −  такое, что все члены последовательности с номерами, 

большими N , будут находиться в ε –окрестности числа 1, а это значит (по оп-

ределению), что lim 1.
1n

n
n→∞

=
+

 

В частности, если 0,0001ε = , то 9999N = ; если мы хотим приблизить 

1n
na

n
= +  к пределу 1a =  на величину, меньшую чем 0,0001ε = , мы должны 

для этого пойти в данной последовательности очень далеко, пройдя 10000 чле-

нов! 

Пример 6. Доказать, что 
5

5lim 1.
1n

n
n→∞

=
+

 

Решение. Взяв произвольное 0ε > , решаем относительно неизвестного n  

неравенство 
5

5 1
1

n
n

ε− <
+

,  т.е. неравенство   5
1

1n
ε<

+
: 

5 5 51 1 11 ,    1,    1n n nεε ε+ > > − > − . 

Теперь можно считать 5 1 1N ε= −  и из неравенства n N>  следует, таким 

образом, 
5

5 1
1

n
n

ε− <
+

. Это означает, что 
5

5lim 1.
1n

n
n→∞

=
+
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В частности, если 0,0001ε = , то 5 9999 6,5.N = ≈  Теперь если мы хотим 

приблизить na  к пределу 1a =  снова на величину, меньшую чем 410ε −= , мы 

должны в данной последовательности пойти совсем не далеко, пройдя всего 

шесть членов, так как все члены, начиная с седьмого, 

5

7 5
171 1 0,0001

168067 1
a − = − = <

−
 

отличаются от предела меньше чем на 0,0001. 

Сопоставляя две рассмотренные здесь последовательности с одним и тем 

же пределом 1, видим, что первая стремится к нему очень медленно, а вторая 

весьма быстро. Таким образом, определяющее условие предела последова-

тельности позволило установить тот факт, как скорость приближения последо-

вательности к предельному значению. В этом его практическая ценность (не го-

воря уже о том, что без него нет самого понятия  предела последовательно-

сти). 

§4. Бесконечно малые и бесконечно большие                                    

последовательности и их свойства 

Последовательность { }na  называется бесконечно малой, или нуль последо-

вательностью, если lim 0n
n

a
→∞

= . Из определения предела последовательности 

непосредственно получаем, что последовательность { }na  будет бесконечно 

малой, если для любого положительного числа ε  найдется число N , такое что 

для всех n N>  выполняется неравенство na ε< . 

Последовательность { }na  называется бесконечно  большой , если для 

любого числа 0M >  найдется номер N такой, что для всех n N>  выполняется 

неравенство na M> . 

Геометрически это означает, что какое бы мы число 0M >  ни взяли, все члены 

последовательности { }na , кроме конечного числа их, лежат вне отрезка [ ];M M− .  
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Если последовательность { }na  бесконечно большая и ее члены, кроме быть 

может, конечного числа, положительны, то говорят, что последовательность 

{ }na  стремится к +∞  и пишут lim n
n

a
→∞

= +∞ . Аналогично, если члены последо-

вательности { }na  отрицательны, кроме быть может, конечного числа, то 

lim n
n

a
→∞

= −∞ . 

Основные свойства бесконечно малых последовательностей 

1. Бесконечно малая последовательность есть ограниченная последователь-

ность. 

2. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых последова-

тельностей есть бесконечно малая последовательность. 

3. Произведение бесконечно малой последовательности { }na  на число k  

есть бесконечно малая последовательность  { }nka . 

4.  Произведение ограниченной последовательности { }na  на бесконечно ма-

лую последовательность { }nb  есть бесконечно малая последовательность. 

5. Если последовательность { }na  – бесконечно малая, причем 0na ≠  ни при 

каком n , то последовательность { }1
na  – бесконечно большая. 

Пример 7. Доказать, что 4
1 3lim sin 0.

2 5n

n
n n n

π
→∞

+ =+ +
 

Решение. Так как последовательность 4
3sin

5
n

na
n n

π +=
+

 ( )n N∈  является  

ограниченной последовательностью 4

3sin 1
5

n
n n

π + ≤  +
 

 и  1lim 0
2n n→∞

=+ , то 

последовательность с общим членом 1
2nb

n
= +  есть бесконечно малая после-
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довательность, а значит по свойству 4, данная последовательность { }n na b  есть 

бесконечно малая последовательность, т.е. 4
1 3lim sin 0.

2 5n

n
n n n

π
→∞

+ =+ +
 

 

Основные свойства бесконечно больших последовательностей 

1. Арифметическая сумма нескольких бесконечно больших последователь-

ностей одного и того же знака есть бесконечно большая последовательность. 

2. Сумма бесконечно большой и ограниченной последовательностей есть по-

следовательность бесконечно большая. 

3. Произведение бесконечно большой последовательности { }na  на число 

0k ≠  есть бесконечно большая последовательность. 

4. Если последовательность { }na  – бесконечно большая, причем 0na ≠  ни 

при каком n , то последовательность { }1
na  – бесконечно малая. 

5. Частное { }n

n

a
b  от деления ограниченной последовательности { }na  на бес-

конечно большую последовательность { }nb  есть бесконечно малая последова-

тельность. 

Следует отметить, что о отношении двух бесконечно малых, а также о произ-

ведении бесконечно большой на бесконечно малую ничего определенного ска-

зать нельзя. 

Пример 8. Доказать, что lim n
n

a
→∞

= +∞ , если 3
na n= . 

Решение. Возьмем произвольное положительное число M  и положим 

( )3 1N M= + . Тогда для любого n N>  справедливо неравенство  

( )( ) ( )3 33 3 3 31 .n N M M M> = + > =  
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Тем самым для каждого 0M >  указан номер N , начиная с которого выполня-

ется неравенство 3n M> , а это, согласно определению, значит, что последова-

тельность { }3n  расходится к плюс бесконечности.  

То, что последовательность { }na  расходится к плюс бесконечности, можно 

истолковать следующим образом: для любого 0M >  найдется такой номер N , 

что все члены последовательности { }na , начиная с ( )1N + -го члена, т.е. члены 

1 2 3, , , ,N N Na a a+ + + …  принадлежат интервалу [ );M +∞ , а вне его находится, 

быть может, лишь конечное число членов последовательности, но не более N  

ее членов. 

 

§5. Признаки существования пределов.  Основные теоремы             

о пределах числовых последовательностей 

В теории сходимости последовательностей одно из центральных мест зани-

мает вопрос о существовании предела у данной последовательности. 

Одним из достаточных признаков сходимости последовательности является 

следующее свойство: 

если lim lim nn
n n

a b A
→∞ →∞

= =  и справедливо неравенство nn na c b≤ ≤  при каж-

дом натуральном n , начиная с некоторого номера, то существует предел 

последовательности { }nc , и он равен A . 

Доказательство. Возьмем произвольное 0ε > . Поскольку lim n
n

a A
→∞

= , то 

найдется число 1N  такое, что для любого 1n N>  справедливо неравенство  

.nA a Aε ε− < < +  

Поскольку lim n
n

b A
→∞

= , то найдется число 2N  такое, что для любого 2n N>  

справедливо неравенство         .nA b Aε ε− < < +  
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Выберем число ( )1 2max ,N N N= . Тогда для любого  n N>  будут одновре-

менно выполнятся неравенства  

nA a Aε ε− < < +   и  .nA b Aε ε− < < +  

Учитывая, что nn na c b≤ ≤  верное для любого n , по свойству транзитивности 

неравенств, получаем для любого  n N>  будет справедливо неравенство  

nA c Aε ε− < < +    или 

nc A ε− < . 

Итак, для произвольного  0ε >  существует число N  такое, что для любого 

n N>  справедливо неравенство nc A ε− < , а это означает, что lim nc A= .  

Что и требовалось доказать. 

Другим важным достаточным признаком существования предела является 

теорема Вейерштрасса: 

если последовательность монотонна и ограничена, то она имеет предел. 

Эту теорему примем без доказательства. Строгое ее доказательство затруд-

нительно, наглядный же ее смысл сравнительно прост. Именно, если { }na – мо-

нотонно возрастающая последовательность, т.е. 1 2 3a a a< < <… и na B< , то точ-

ка na  с увеличением n  движется по оси слева  направо , оставаясь все вре-

мя левее  постоянной точки B  (рис. 3). 

 

Рис 3. 

Отметим, что теорема Вейерштрасса устанавливает только сам факт суще-

ствования предела, но не дает метода его нахождения. Кроме того, теорема 

Вейерштрасса широко применяется в геометрии (для обоснования методов вы-

числения длины окружности, площади круга, площадей поверхностей и т.д.), а 

также в теории действительных чисел. 

Рассмотрим основные теоремы о пределах числовых последовательностей. 
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Теорема 1. Если последовательность { }na имеет предел, то этот предел 

единственный. 

Доказательство. Предположим обратное, т.е. пусть одновременно lim na A=  

и lim na B= и пусть A B< . Возьмем между A  и B  любое число C , т.е. 

A C B< < . Поскольку A C< , из lim n na A a A ε= ⇒ − <  или 

nA a Aε ε− < < + , то положим 0C Aε = − > . Для этого ε  найдется число  1N  

такое, что для любого 1n N>  справедливо неравенство .nA a Aε ε− < < +   

Подставляя в правую часть этого неравенства  C Aε = − , получаем, что  

na C< . Поскольку C B<  и lim na B= , то рассуждая аналогично, найдется чис-

ло 2N  такое, что для любого 2n N>  будет выполняться неравенство na C> . 

Выберем число ( )1 2max ,N N N= . Тогда член последовательности Na  одно-

временно удовлетворяет двум неравенствам Na C>  и Na C< , что невозмож-

но. Следовательно, предположение неверно, а верно утверждение теоремы. 

Теорема 2. Для того чтобы последовательность { }na сходилась к числу ,a  

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 

n na a α= + , где lim 0nα = . 

Доказательство. Из равенства n na a α= +  следует n na a α− = . Но при 

произвольном ε  все значения nα  начиная с некоторого числа N , удовлетво-

ряют соотношению nα ε< , следовательно, для всех значений na  начиная с 

числа N , будет выполняться неравенство na a ε− < . А по определению это и 

значит, что lim na a= . 

Обратно: если lim na a= , то для любого 0ε >  найдется число N  такое, что 

для любого n N>  будет выполняться неравенство na a ε− < . Но если обо-

значим n na a α− = , то, следовательно, для всех значений nα , начиная с неко-
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торого номера N , nα ε< , а это значит, что nα – бесконечно малая. Теорема 

доказана. 

Таким образом, установлена связь между пределами сходящихся последо-

вательностей и бесконечно малыми. 

Теорема 3. Предел алгебраической суммы двух сходящихся последова-

тельностей { }na  и { }nb  равен алгебраической сумме пределов этих последо-

вательностей, т.е. ( )lim lim limn n n na b a b± = ± . 

Приведем доказательство теоремы для знака плюс. Из условия сходимости 

последовательностей { }na  и { }nb  следует, что lim na a=  и lim nb b= , тогда 

для любого 1 0ε >  найдется число 1N  такое, что для любого 1n N>  справедли-

во неравенство 1 1na a aε ε− < < +  и найдется число  2N  такое, что для любого 

2n N>  справедливо неравенство  1 1nb b bε ε− < < + .  

Выберем число ( )1 2max ,N N N= . Тогда для выбранного 1ε  существует число 

N  такое, что для любого n N>  одновременно справедливы неравенства  

1 1na a aε ε− < < +  и 1 1nb b bε ε− < < + . 

Складывая эти неравенства получаем 

1 1( ) 2 ( ) 2n na b a b a bε ε+ − < + < + + . 

Возьмем произвольное 0ε >  такое, что 1 2
εε = . Тогда, найдется число N  

такой, что для любого  n N>  будет справедливо неравенство 

( ) ( )n na b a b a bε ε+ − < + < + + ,  

что по определению предела последовательности означает,  

lim( )n na b a b+ = + . 

Учитывая, что lim na a=  и lim nb b=  получаем ( )lim lim limn n n na b a b± = ± .  

Теорема доказана. 
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Теорема остается справедливой для случая алгебраической суммы любого 

фиксированного числа сходящихся последовательностей. 

Теорема 4. Предел произведения двух последовательностей { }na  и { }nb  

равен  произведению пределов этих последовательностей, если предел каж-

дого множителя существует. 

Доказательство. Из условия lim na a= , lim nb b=  следует, что 

     n na a α= + ,   где lim 0nα = , 

    n nb b β= + ,   где lim 0nβ =    (теорема 2). 

Тогда ( )( ) ( )n n n n n nn na b a b ab a bα β β α α β= + + = + + + . 

Используя теорему 3 получаем 

 ( )lim lim ( )n n n nn na b ab a bβ α α β= + + + =  

 lim lim lim lim limn n n nab a b ab abβ α α β= + + + = = . 

Таким образом lim lim limn nn na b a b= .  Теорема доказана. 

Теорема остается справедливой и в случае произведения любого фиксиро-

ванного числа сходящихся последовательностей. 

Следствие 1.  Если  последовательность { }na имеет конечный предел, то 

при любом постоянном k  имеем lim limn nka k a= , т.е. постоянный множи-

тель можно выносить за знак предела. 

Теорема 5. Если  последовательности  { }na  и { }nb  сходятся, причем  

0nb ≠  и lim 0nb ≠ , то  последовательность  { }n

n

a
b

  сходится  и  ее  предел 

равен отношению пределов последовательностей { }na  и { }nb , т.е. 

lim
lim

lim
n n

n n

a a
b b

= . 
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Доказательство. Из сходимости последовательностей { }na  и { }nb  следует, 

что lim na a=  и lim nb b= . Используя теорему 2 о соотношении бесконечно 

малой величины и предела сходящихся последовательностей, получаем 

n na a α= + , n nb b β= + ,   где  ,n nα β  – бесконечно малые. 

Рассмотрим отношение 

( ) ( )
n n n n n n n

n n n n n n

a a a b aa a a a a
b b b b b b b b b b b b b

α α α β α β
β β β β β

 + + −= = + − = + = + − + + + + + 
. 

Применяя теорему 3 и свойства бесконечно малых (§4), получаем 

( ) ( )lim lim lim lim limn n n n n

n n n n n

a a a a a
b b b b b b b b b b b

α β α β
β β β β

 
= + − = + + = + + + + 

lim
0 0 .

lim
n

n

aa a a
b b b b

= + − ⋅ = =  

Терема доказана. 

Рассмотрим примеры применения теории о пределах числовых последова-

тельностей. 

Пример 9. Найти предел последовательности { }na , если 
2

2
3 2
7 12

n
n na
n n

+ +=
+ +

. 

Решение. Сделаем преобразования над формулой общего члена. 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2

2

1 2 1 21 1 1 1( 1)( 2)
( 3)( 4) 3 34 41 1 1 1

n

n n n n nn n
a

n n n n nn n

+ + + ++ += = =
+ + + + + +

. 

Применяя последовательно теоремы о пределе частного, произведения и 

суммы, получаем 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 2lim lim lim1 1 1 1 1 1
lim lim

3 3 34 4 41 1 1 1 1 1lim lim lim

n n n
n

n n

n n n

n n n n n n
a

n n nn n n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ + + + + +
= = = =

+ + + + + +
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( )( )
( )( )

1 2lim1 lim lim1 lim (1 0)(1 0)
1.

(1 0)(1 0)3 4lim1 lim lim1 lim

n n n n

n n n n

n n

n n

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞ →∞

+ + + += = =
+ ++ +

 

Пример 10. Найти предел последовательности с общим членом  

!
( 1)! !

n
na

n n
=

+ −
. 

Решение. Символом !n  (читается "эн факториал") обозначают для краткости 

произведение n  первых чисел натурального ряда. Поэтому 

! 1 2 3 ,( 1)! 1 2 3 ( 1) !( 1)n n n n n n n= ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅ + = +⋯ ⋯ . 

Тогда      
! ! ! 1lim lim lim lim 0.

( 1)! ! !( 1) ! !( 1 1)n n n n

n n n
nn n n n n n n→∞ →∞ →∞ →∞

= = = =
+ − + − + −

 

Пример 11. Найти предел последовательности { }5 5n n+ − − . 

Решение. Преобразуем, общий член последовательности, умножим и разде-

лим, выражение, стоящее под знаком предела на сопряженное ему. 

( ) ( )( )
( )

5 5 5 5
lim lim5 5

5 5n n

n n n n
n n

n n→∞ →∞

++ − − + −
= =+ − −

++ −
 

5 5 10lim lim 0.
5 5 5 5n n

n n
n n n n→∞ →∞

+ − += = =
+ ++ − + −

 

Пример 12. Выяснить есть ли предел у последовательности { }na ,  

если  11 .
n

na n
 = + 
 

 

Решение. В §2 (пример 4) доказано, что последовательность { }na , ограни-

чена, т.е. 12 1 3.
n

n
 < + < 
 
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Покажем, что последовательность { }na  – монотонно возрастающая. По 

формуле бинома Ньютона общий член na  может быть представлен в виде 

1 1 11 1 1 12 22 1 1 1 1 1 1 .
2! 3! !

n
na n n n n n nn

         −= + − + − − + + − − −         
         

… ⋯  

Запишем выражение для 1na +   и сравним его с выражением na . 

1
1 1 11 1 12 22 1 1 1 1 11 1 1 1 12! 3! !

na n n n n nn
+

       = + − + − − + + − −       + + + + +       
… ⋯ 

1 11 21 1 1 1 .( )1 1 ! 1 1 1
nn

n n n nn
      +− + − − −      + + + + +      

⋯ ⋯  

Каждое слагаемое в выражении 1na +  больше соответствующего слагаемого в 

выражении na , и, кроме того, у 1na +  добавляется еще одно положительное сла-

гаемое. Таким образом, последовательность { }na  монотонно возрастающая. 

Итак, последовательность 11
n

n
  +  
  

 – монотонно возрастающая и ограни- 

ченная, следовательно, по теореме Вейерштрасса, она имеет предел. Этот пре-

дел принято обозначать буквой e . 

1lim 1 .
n

n n e
→∞

 + = 
 

 

Число e  – иррациональное и его значение  2,718281828459045e = …  

Число e  может быть представлено в виде непрерывной (цепной) дроби. 

12
11

22
33

44
5

e = +
+

+
+

+ +⋯

 

Такое разложение объясняет исключительность этого числа и поражает своей 

закономерностью. 
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§6. Определение предела функции в точке и на бесконечности 

Теория пределов выясняет точный смысл таких математических понятий, как 

« ( )f x  приближается к b , если x  приближается к a », « ( )f x  приближается к b , 

если x  неограниченно возрастает» и др. 

Рассмотрим, например, функцию 3y x= . Тот факт, что функция 3x  приближа-

ется к 8 при значении x , приближающемся к числу 2, означает, что величина 

3 8x −  может быть сделана как угодно малой, если брать значения x  из соот-

ветствующей малой окрестности точки 2x = . 

Рассмотрим функцию ( ) .xf x x=  Эта функция определена при всех x , отлич-

ных от нуля, и равна 1 для каждого x  из области существования, и в частности, 

для всех x , близких к точке 0x = . Поэтому естественно считать, что данная 

функция стремится к 1 при x , стремящемся к нулю, несмотря на то, что функция 

не определена в точке 0x = .  

Примеры подобного типа приводят к следующему определению. 

Определение предела функции по Коши 

Число b  называется пределом функции ( )y f x=  при x  стремящемся к a , 

если для любого 0ε >  существует число ( ) 0δ ε >  такое, что для всех x  из 

неравенства 0 x a δ< − <  следует выполнение неравенства ( )f x b ε− < .  

В этом случае пишут  lim ( )
x a

f x b
→

= . 

Другими словами, постоянное число b  называют пределом функции ( )f x  при 

x a→ , если для любого 0ε >  можно указать такое число 0δ > , что как только x  

попадает в δ – окрестность точки a , то ( )f x  попадает в ε –окрестность точки b  

(рис. 4). 

  

 

 

 



 22 

Рис. 4 

Существуют и другие определения предела функции в точке, менее распро-

страненные в математической практике, например, определение предела по 

Гейне 

Если для различных последовательностей { }na , стремящихся к числу a , 

последовательность значений функции { }( )nf a сходится к некоторому числу 

b , то это число называют пределом функции ( )f x . 

Рассматривая предел функции на бесконечности можно выделить 8 видов 

предела функции: 

1.  lim ( )           2.  lim ( )           3.  lim ( )
x x x a

f x f x f x
→+∞ →−∞ →

= +∞ = +∞ = +∞  

4.  lim ( )           5.  lim ( )           6.  lim ( )
x x x a

f x f x f x
→+∞ →−∞ →

= −∞ = −∞ = −∞  

        7.  lim ( )              8.  lim ( )
x x

f x b f x b
→+∞ →−∞

= =  

Геометрическое представление выделенных пределов дано на рисунках 5, 6, 

7 соответственно. 

lim ( )     lim ( )       lim ( )
x x x a

f x f x f x
→+∞ →−∞ →

= +∞ = +∞ = +∞  

Рис. 5 
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lim ( )           lim ( )         lim ( )
x x x a

f x f x f x
→+∞ →−∞ →

= −∞ = −∞ = −∞  

Рис. 6 

 
lim ( )                   lim ( )

x x
f x b f x b

→+∞ →−∞
= =  

Рис. 7 

Анализируя графическое представление предела функции на бесконечности 

можно заметить, что функция  имеет предел если начиная с некоторого x  вы-

полняется одно из условий ( ) , ( ) , ( )f x L f x L f x b ε> < − < .  

Сформулируем первое определение предела функции на бесконечности. 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ , если для любого 0L >  существует такое 0N > , что для лю-

бого x , такого, что x N> , имеет место неравенство ( )f x L> . 

Языку множеств – языку, на котором излагается математический анализ, 

принадлежит в первую очередь слова «множество», «элемент», «принадлежит», 

«соответствует», а также словосочетания «существует… такое, что» и «для лю-

бого…». Для указанных словосочетаний в математическом анализе часто ис-

пользуют символические обозначения ∃ и ∀, заимствованных из логики и назы-

ваемых кванторами. Данные кванторы имеют следующее содержание: 

x∀  – квантор всеобщности и обозначает словосочетание «для любого x ». 

x∃ – квантор существования, обозначает словосочетание «существует x  та-

кое, что». 

Например, , ( )x x a f x b∃ > <  читают так: существует x  такое, что из x a> , 

имеет место неравенство ( )f x b< .  

От рассмотренной выше словесной формулировки предела функции на бес- 
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конечности перейдем к кванторам и получим первое определение предела в 

следующей форме: 

1. lim ( ) 0 0 ( )
x

f x L N x x f x LN
→+∞

= +∞ ⇔ ∀ > ∃ > ∀ > ⇒ > . 

Говорят, что lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  тогда и только тогда, когда для любого 0L >     

существует такое 0N > , что для любого x , такого что из ,x N>  имеет место не-

равенство ( )f x L> . Символ равносильности ⇔  читается «тогда и только тогда, 

когда». 

Аналогично формулируется определение предела функции ( )f x  для других 

конкретных случаев. 

2. lim ( ) 0 0 ( )
x

f x L N x x f x LN
→−∞

= +∞ ⇔ ∀ > ∃ < ∀ < ⇒ > . 

3. lim ( ) 0 0 , ( )
x a

f x L x x a x a f x Lδ δ
→

= +∞ ⇔ ∀ > ∃ > ∀ − < ≠ ⇒ > . 

4. lim ( ) 0 0 ( )
x

f x L N x x f x LN
→+∞

= −∞ ⇔ ∀ < ∃ > ∀ > ⇒ < . 

5. lim ( ) 0 0 ( )
x

f x L N x x f x LN
→−∞

= −∞ ⇔ ∀ < ∃ < ∀ < ⇒ < . 

6. lim ( ) 0 0 , ( )
x a

f x L x x a x a f x Lδ δ
→

= −∞ ⇔ ∀ < ∃ > ∀ − < ≠ ⇒ < . 

7. lim ( ) 0 0 ( )
x

f x b N x x f x bNε ε
→+∞

= ⇔ ∀ > ∃ > ∀ > ⇒ − < . 

8. lim ( ) 0 0 ( )
x

f x b N x x f x bNε ε
→−∞

<= ⇔ ∀ > ∃ ∀ < ⇒ − < . 

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие определение предела функции. 

Пример 13. Существует ли lim ( )
x

f x
→+∞

, на промежутке [ )2;+∞  если 

3

3
2 1( )

1
xf x
x

+=
−

? 

   Решение. Поделим числитель и знаменатель функции ( )f x  на 3x , тогда 

3

3

12
( )

11
xf x

x

+
=

−
. Так как при x → +∞  функция 3

1
x

 убывает, приближаясь к нулю, 

представляется правдоподобным, что 
3

3
2 1lim 2.

1x

x
x→+∞

+ =
−

 

Это равенство подвергнем проверке на основании определения предела.  
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Исходя из определения следует доказать, что 0 0Nε∀ > ∃ >  x x N∀ >  

3

3
2 1 2

1
x
x

ε + − < − 
 или, другими словами, найти число 0N > , что для всех x  из 

 неравенства x N>  выполняется неравенство 
3

3
2 1 2

1
x
x

ε+ − <
−

. 

  Решим неравенство 
3

3
2 1 2

1
x
x

ε+ − <
−

 относительно x . 

3 3 3

3 3 3 3
2 1 2 1 2 2 3 32 ,

1 1 1 1
x x x
x x x x

ε+ + − +− = = = <
− − − −

  

3 3 31 3 31,        1,        1.
3

x x xεε ε
− > > + > +  

Таким образом, найдено такое число 0N > , именно 3 3 1N ε= + , что если 

x N> , то 
3

3
2 1 2

1
x
x

ε+ − <
−

. Это значит, что для произвольного 0ε >  начиная с не-

которого x  выполняется неравенство 
3

3
2 1 2

1
x
x

ε+ − <
−

. Тем самым доказано на 

основании определения предела, что 
3

3
2 1lim 2.

1x

x
x→+∞

+ =
−

 

Рассуждения  и  преобразования  с  помощью  которых  доказано,  что 

3

3
2 1lim 2

1x

x
x→+∞

+ =
−

, не только устанавливают факт существования предела, но и 

дают нечто большее, представляющее практическую ценность: они показывают, 

как быстро функция стремится к своему пределу. В самом деле, для каждого 

0ε >  найдено число 3 3 1N ε= + , которое показывает, начиная с какого x  функ-

ция ( )f x  приближается к пределу на величину, меньшую чем ε . Если, в частно-

сти 0,001ε = , то 33001 14,4N = ≈ , т.е. приближенно со степенью точности 

0,001ε =  можно считать, что для 14,4x >  функция 
3

3
2 1( )

1
xf x
x

+=
−

 – это кон-

станта, равная 2 (рис. 8). 
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Рис. 8 

Сравним с 
3

3
2 1( )

1
xf x
x

+=
−

  функцию  2 1( )
1

xx
x

ϕ += −  заданную на том же  проме- 

жутке [ )2;+∞ . Проделанные преобразования для ( )f x  повторяются и в случае 

( )xϕ , но с той разницей, что вместо 3x  будет x . Мы придем к выводу, что и  

lim ( ) 2
x

xϕ
→+∞

= , но уже 3 1N ε= + . Теперь для 0,001ε =  3001N = , и приближение 

( )xϕ  к lim ( ) 2
x

xϕ
→+∞

=  наступает лишь после 3001.x =  Это показывает, что ( )xϕ  

приближается к своему пределу значительно медленнее, чем ( )f x , хотя предел 

при x → +∞  обе функции имеют один и тот же.  

Пример 14. Доказать, исходя из определения предела, что 2

2
lim 4
x

x
→

= . 

Решение. Надо доказать, что ( )20 ( ) 0 0 2 4x x xε δ ε δ ε∀ > ∃ > ∀ < − < − < , или  

что тоже самое найти такое число 0δ > , что все x  из  δ –окрестности точки 2x =  

(за исключением может быть самой точки 2x = ) будут «переводиться» по закону 

2y x=  в ε –окрестность точки 4. 

Сделаем преобразования на неравенством 2 4 .x ε− <  

2 4 ( 2)( 2) 2 2x x x x x ε− = − + = − ⋅ + < . 

Так как 2x δ− <  и 2 2 4 2 4 4,x x x δ+ = − + ≤ − + < +  то     

                                       2 2 ( 4).x x δ δ− ⋅ + < +   
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Для  выполнения  неравенства  2 4x ε− <   достаточно  потребовать,  чтобы 

( 4)δ δ ε+ = ,   т.е.   2 4 0δ δ ε+ − = ,   откуда   1 2 4δ ε= − + +   и  2 2 4δ ε= − − + . 

2δ  не удовлетворяет условию, т.к.  0δ > . Таким образом, для любого ε  найдено 

такое ( ) 4 2δ ε ε= + − , то из неравенства 2x δ− <  следует неравенство 

2 4 ,x ε− <  а значит 2

2
lim 4
x

x
→

= . 

§7. Односторонние пределы 

Предел функции ( )f x  на бесконечности определен в §6 в виде двух одно-

сторонних пределов при x → +∞  и x → −∞ . Но имеется бесконечно много раз-

личных функций, которые приближаются к одному и тому числу как при x → +∞ , 

так при x → −∞ .  

Например, функции вида ( )y b xα= + , для которых lim ( ) 0
x

xα
→±∞

=  (рис. 9).    

Рис. 9 

Определение предела функции, данное в §6, дополняется определением 

двустороннего предела на бесконечности: если для функции ( )f x , область оп-

ределения которой не ограничена ни справа, ни слева, пределы lim ( )
x

f x
→+∞

 и 

lim ( )
x

f x
→−∞

 существуют и совпадают, то каждый из них называют двусторонним 

пределом функции на бесконечности и обозначают lim ( )
x

f x
→+∞

, не ставя перед 

символом ∞  ни " + ", ни " – ", имея в виду то и другое одновременно: 

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x f x f x
→∞ →−∞ →+∞

= = . 
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Часто при исследовании функции ( )f x  интересуются поведением функции 

при одностороннем приближении аргумента к числу a : только слева или только 

справа от a .  

Предел функции ( )f x  называется левосторонним, если x a→  слева ( )x a<  

и обозначается lim ( )
x a

f x
→ −

. 

Если x a→  справа ( )x a> , то предел функции ( )f x  называют правосторон-

ним и обозначают lim ( )
x a

f x
→ +

. 

Так, например, для функции 3
äëÿ

äëÿ 

äëÿ 

  8,
( )  8,

5 8.

x x
f x x x

x

<
= >
 =

 будем иметь 

     
8 8

lim ( ) lim 8
x x

f x x
→ − → −

= = ,  3

8 8
lim ( ) lim 2

x x
f x x

→ + → +
= =                            

                 (рис. 10). 

  Рис. 10 

§8. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

Определение . Функция ( )xα  называется бесконечно малой при x a→  

или при x → ∞ , если lim ( ) 0xα = , т.е. если для любого 0ε >  начиная с некоторо-

го x  имеет место неравенство ( )xα ε< . 

Сопоставим это с определением конечного предела: число b  называется 

lim ( )f x  при x a→  или при x → ∞ , если для любого 0ε >  начиная с некоторого 

x  имеет место неравенство ( )f x b ε− < . 

Сразу видно, что здесь для функции ( )f x b−  выполняется то же условие, что 

в определении бесконечно малой для функции ( )xα . Следовательно, число b  

есть lim ( )f x  тогда и только тогда, когда разность ( )f x b− , которую обозначим 

через ( )xα , является бесконечно малой. Отсюда приходим к выводу: 
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Функция ( )f x  тогда и только тогда имеет конечный предел b  при x a→  или 

при x → ∞ , когда она представима в виде 

( ) ( )f x b xα= + , 

где ( )xα  – бесконечно малая.    

К понятию бесконечного предела близко понятие бесконечно большой функ-

ции. 

Определение . Функция ( )f x  называется бесконечно большой при x a→  

( x → ∞ ), если lim ( )f x = ∞ .  

Рассмотрим некоторые с войс т ва  бес конечно  малых , связанные в ос-

новном с арифметическими операциями над функциями с одной и той же обла-

стью определения. 

1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых есть функция 

бесконечно малая. 

Действительно, возьмем произвольное положительное число ε , для двух 

бесконечно малых ( )xα  и ( )xβ , и разделим его на 2. Начиная с некоторого x  

( )
2

x εα < , а также начиная с некоторого x ( )
2

x εβ < . Но тогда начиная с некото-

рого x  будут одновременно ( )
2

x εα < , ( )
2

x εβ < , а следовательно, и 

( ) ( ) 2 2x x ε εα β ε+ < + < . Это и значит, что ( ) ( )x xα β+  – бесконечно малая. 

2. Произведение бесконечно малой ( )xα  на ограниченную функцию ( )f x , 

при x a→  ( или x → ∞ ) есть функция бесконечно малая. 

Действительно, для некоторого числа 0B >  найдется такая окрестность точки 

x a= , в которой будет выполняться условие ограниченности функции ( )f x , т.е. 

( )f x B< . Для всякого 0ε >  найдется окрестность, в которой будет выполняться 

неравенство ( )x
B
εα < . В наименьшей из этих двух окрестностей будет выпол-

няться неравенство ( ) ( )x f x B
B
εα ε⋅ < ⋅ = . А это значит, что ( ) ( )x f xα ⋅  – функ-

ция бесконечно малая. 

Из данного свойства можно прийти к очевидному следствию: 
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Если lim ( ) 0xα =  и k const= , то lim ( ) 0k xα⋅ = . 

3. Частное 
( )
( )
x

f x
α

 от деления бесконечно малой ( )xα  на функцию, предел    

которой отличен от нуля, есть величина бесконечно малая. 

4. Положительная степень (в частности, корень) бесконечно малой функции 

есть бесконечно малая функция. 

Укажем некоторые с войс т ва  бес конечно  больших  функций. В этих 

формулировках подразумевается, что области определения рассматриваемых 

функций одинаковы. 

1. Арифметическая сумма бесконечно больших функций одного и того же 

знака есть бесконечно большая функция того же знака. 

2. Сумма бесконечно большой функции и ограниченной (в частности, посто-

янной) есть бесконечно большая функция. 

3. Произведение бесконечно большой функции на бесконечно большую есть 

бесконечно большая функция. Если при этом перемножаются бесконечно боль-

шие, каждая из которых имеет свой определенный знак, то и произведение     

является бесконечно большой определенного знака, который определяется           

как при умножении чисел. 

4. Произведение бесконечно большой функции  на  функцию,  имеющую  пре- 

дел, отличный от нуля, есть функция бесконечно большая. И здесь действует 

такое же правило знаков, как при умножении чисел, если бесконечно большая 

имеет определенный знак.    

5. Положительная постоянная степень (в частности, корень) бесконечно 

большой функции есть функция бесконечно большая.  

6. Частное от деления ограниченной функции на бесконечно большую функ-

цию есть бесконечно малая функция. 

§9. Основные теоремы о пределах функций 

Определение предела не дает непосредственного ответа на вопрос о том, 

как найти, к а к  вычисли ть  предел данной функции. Способы отыскания       

пределов функций составляют аппарат теории пределов. Эти способы связаны 
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в первую очередь с арифметическими операциями над функциями, а так же         

с возведением в степень и извлечением корня. 

Отвечая на вопросы как найти предел суммы, разности, умножения и частно-

го двух функций, имеющих конечный предел, каков предел степени и корня,         

мы будем пользоваться связью между функцией, имеющей конечный предел          

и бесконечно малой, а также свойствами бесконечно малых (§8). 

Теорема 1. Предел суммы, разности, произведения двух функций равен            

соответственно сумме, разности и произведению пределов этих функций.           

Постоянный множитель можно выносить за знак предела. 

Таким образом, если существуют конечные пределы lim ( )
x a

f x
→

 и lim ( )
x a

xϕ
→

,          

то функции ( ) ( ),    ( ) ( ),    ( )f x x f x x k xϕ ϕ ϕ± ⋅  также имеют конечные пределы         

при x a→ , причем  

    [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );f x x f x xϕ ϕ± = ±  

    [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );f x x f x xϕ ϕ⋅ = ⋅  

    [ ]lim ( ) lim ( ).k x k xϕ ϕ⋅ = ⋅   

Доказательство. Обозначим lim ( ) ,   lim ( )f x A x Bϕ= = . Тогда, как мы знаем   

из предыдущего параграфа,  ( ) ( ),   ( ) ( )f x A x x B xα ϕ β= + = + , где ( )xα  и ( )xβ  – 

бесконечно малые при x a→ . Отсюда 

    ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ,f x x A B x xϕ α β+ = ± + ±  

    [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f x x A B B x A x x xϕ α β α β⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ +  

    [ ]( ) ( ) .k x k B k xϕ β⋅ = ⋅ + ⋅  

Функции, выражения которых записаны в квадратных скобках, в силу свойств 

бесконечно малых являются бесконечно малыми при x a→ . Но тогда в силу    

того же вывода из предыдущего параграфа о связи между конечным пределом  

и бесконечно  малой заключаем, что числа ,   ,   A B A B k B± ⋅ ⋅  являются преде-

лами функций соответственно ( ) ( ),    ( ) ( ),    ( )f x x f x x k xϕ ϕ ϕ± ⋅ , т.е.   

    [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );f x x A B f x xϕ ϕ± = ± = ±  
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    [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( );f x x A B f x xϕ ϕ⋅ = ⋅ = ⋅  

    [ ]lim ( ) lim ( ),k x k B k xϕ ϕ⋅ = ⋅ = ⋅  

что и требовалось доказать. 

Рассмотрим некоторые следствия доказанной теоремы. 

Следс твие  1 . Теорема о пределе суммы и произведения двух функции 

распространяется на любое число функций: 

[ ]1 2 3 1 2lim ( ) ( ) ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ).n nf x f x f x f x f x f x f x± ± ± ± = ± ± ±… …  

[ ]1 2 3 1 2lim ( ) ( ) ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ).n nf x f x f x f x f x f x f x⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅… …  

Следс твие  2 . Если lim ( )
x a

f x A
→

= , то [ ]lim ( ) n n

x a
f x A

→
=  или, что тоже самое    

[ ]lim ( ) lim ( )
n

n

x a x a
f x f x

→ →
 =   

. 

Действительно,   [ ] [ ]lim ( ) lim ( ) ( ) ( )n

x a x
n

f x f x f x f x
→ →+∞

= ⋅ ⋅ ⋅ =…
���������

 

                                    lim ( ) lim ( ) lim ( ) .n

n

f x f x f x A A A A= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =… …�����   

Следс твие  3 . Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 

[ ]lim ( ) lim ( )k f x k f x⋅ = , где k const= . 

В самом деле, [ ]lim ( ) lim lim ( ) lim ( )k f x k f x k f x⋅ = ⋅ = . 

Теорема 2. Если функции ( )f x  и ( )xϕ  имеют конечные пределы lim ( )
x a

f x
→

 и  

lim ( )
x a

xϕ
→

, причем последний не равен нулю, то  при x a→   существует  предел 

 частного  ( )f x  на ( )xϕ  и он равен частному их пределов:  

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f xf x
x xϕ ϕ

→
→

→

= . 
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Доказательство. Пусть lim ( )
x a

f x A
→

= , а lim ( )
x a

x Bϕ
→

= . Представим частное 

( )
( )

f x
xϕ  в виде произведения ( )f x  на 1

( )xϕ . Покажем, что 1lim
( )x a xϕ→

 существует      

и равен 1
B

. Рассмотрим разность 1 1
( )x Bϕ − : 

( )( )1 1 1 1( ) .
( ) ( ) ( )

B x
x B

x B B x B x
ϕ ϕϕ ϕ ϕ

−− = = − − ⋅⋅        (1) 

Число 0B ≠ , и мы можем окружить его столь малой окрестностью 

( );B Bε ε− + , что число 0 окажется вне ее и вся она будет или справа от нуля 

(когда 0B > ), или слева от него (когда 0B < ) (рис. 11).  

Рис. 11 

Но тогда 1
( )xϕ  для тех же x  содержится между числами 1

B ε−  и 1
B ε+ , т.е. 

функция 1
( )xϕ  ограничена начиная с некоторого x . 

Правая часть равенства (1) состоит из трех множителей: 1
B

− , бесконечно 

малой ( )x Bϕ −  при x a→  и ограниченной начиная с некоторого x  функции 

1
( )xϕ .  Из этого в силу свойства 2 бесконечно малых следует, что функция 

1 1
( )x Bϕ −  – бесконечно малая при x a→ , т.е. что 1lim

( )x a xϕ→
 существует и равен 

1
B

. В свою очередь, из теоремы 1 вытекает, что  

( ) lim ( )
1 1 1lim ( ) lim ( ) lim
( ) ( ) lim ( )

x a

x a x a x a
x a

f x
f x f x A

x x B xϕ ϕ ϕ
→

→ → →
→

⋅ = ⋅ = ⋅ = , 

что и требовалось доказать. 

Теорема 3. Пусть ( ) 0xϕ ≥  во всей области определения функции. Если 

lim ( )
x a

x Aϕ
→

= , то для всех n n N∈  справедливо равенство lim ( ) nn
x a

x Aϕ
→

= , или 
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lim ( ) lim ( )n n
x a x a

x xϕ ϕ
→ →

= . 

 Следс твие . Пусть ( ) 0xϕ ≤ , а n – нечетное натуральное число. Если 

lim ( )
x a

x Aϕ
→

= , то lim ( ) nn
x a

x Aϕ
→

= . 

Теорема 4. Если переменные ( )U x  и ( )V x  стремятся к одному и тому          

же пределу, а переменная ( )Z x  заключена между ними, т.е. ( ) ( ) ( )U x Z x V x≤ ≤ , 

то и она будет иметь тот же предел. 

Доказательство. Пусть lim ( ) lim ( ) .
x x

U x V x b
→∞ →∞

= =  Какова бы ни была ε –окрест-

ность точки b , найдется такое число N , что x N∀ >  графики функций ( )y U x=  и 

( )y V x=  одновременно окажутся внутри ε –полоски. Но тогда и график функции 

( )y Z x=  находящийся между ( )U x  и ( )V x  попадет внутрь этой же полосы. Это 

значит, что lim ( )
x

f x b
→∞

=   (рис. 12). Теорема остается справедливой если x a→ . 

Рис. 12 

Теорема 5. Если переменная величина изменяется монотонно и является   

ограниченной, то она всегда имеет предел. 

Рассмотрим примеры непосредственного вычисления пределов с помощью 

изложенных теорем. 

Пример 15. Вычислить пределы функций: 

 1. 3

5
lim
x

x
→

; 2. ( )4 3 2

2
lim 4 3 2
x

x x x x
→

+ + + ; 3. 
( )( )2

33

2 34 1
lim

5 2x

xx

x→−

−+
+

; 

 4. 3 2

5
lim 2 8 35
x

x x
→

+ + ; 5. ( )3 2 2

2

2lim 4 21 3
1x

xx x x
x→

+ + + + +
−

. 

Решение. 
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1. 3 3

5
lim 5
x

x
→

=  (следствие 2 из теоремы 1). 

2.  ( )4 3 2 4 3 2

2 2 2 2 2
lim 4 3 2 4 lim 3 lim 2 lim lim
x x x x x

x x x x x x x x
→ → → → →

+ + + = + + + =  

 4 3 24 2 3 2 2 2 2 64 24 8 2 98= ⋅ + ⋅ + ⋅ + = + + + =    (теорема 1). 

3. 
( )( ) ( )

( )
22

3 3
3 33

3

lim lim (2 3)4 12 34 1
lim

5 2 lim 5 2
x x

x
x

xxxx

x x
→− →−

→−
→−

⋅ −+−+
= =

+ +
 

( )( )2

3

4( 3) 1 2( 3) 3 333
1335( 3) 2

− + − −
= =

− +
,  (теоремы 1, 2). 

4.  ( )3 32 22 33
5 5

lim 2 8 35 2 5 8 5 35 125 5lim 2 8 35
x x

x x x x
→ →

+ + = = ⋅ + ⋅ + = =+ +   

 (теоремы 3, 1). 

5. ( )3 2 2 3

2

2 4lim 4 21 3 8 25 3 2 15
1 1x

xx x x
x→

+ + + + + = + + + ⋅ =
−

  

 (теоремы 1, 2, 3).  

Как показывают решения приведенных задач, в простейших случаях             

нахождение предела сводится к подстановке в данное выражение предельного 

значения аргумента. В большинстве случаев, приходится, прежде чем перейти          

к пределу, проводить преобразования данного выражения. В последующих          

задачах показывается, какими приемами обычно пользуются при таких                    

преобразованиях.  

Среди пределов вида 
( )

lim
( )

f x
xϕ  выделим те случаи, когда 

lim ( ) lim ( ) 0f x xϕ= = , а также когда lim ( ) lim ( )f x xϕ= = ∞ . В этих случаях         

теорема о пределе частного не применима и требуются иные средства для вы-

числения 
( )

lim
( )

f x
xϕ , в частности те, которыми мы пользовались в §5. 

Указанные случаи пределов вида
( )

lim
( )

f x
xϕ  обозначаются символами { }0

0
 и  

{ }∞
∞  и называются «неопределенностями». Совершенно аналогично определя- 
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ются неопределенные выражения вида { } { } { } { } { }0 0,  0 ,  ,  ,  1 0∞∞ − ∞ ⋅ ∞ ∞ .        

Вычисление пределов соответствующих видов называют рас крытием  этих 

«неопределенностей». 

Пример 16. Вычислить пределы функций: 

1. 
3

23

27lim
5 6x

x
x x→

−
− +

; 2. 
2

2 30

25 5lim
x

x
x x→

+ −
+

;  3. 
3 2

4 3 2
3 7 8 1lim

5 8 7 5 1x

x x x
x x x x→∞

+ + +
+ + + +

; 

4. 
3 2

3 2
4 8 2 3lim
8 10 7 2x

x x x
x x x→∞

+ + +
− + + +

;  5. 
3 2

2
3 8 4 1lim

2 3 1x

x x x
x x→∞

+ + +
− + +

. 

Решение.  

1. Теорема 2 не применима, так как ( )2

3
lim 5 6 0
x

x x
→

− + = , поэтому сделаем 

преобразования над дробью. 

 { } ( )2
3 2 2

23 3 3

( 3) 3 927 0 3 9 3 3 3 9lim lim lim 27
0 ( 3)( 2) 2 3 25 6x x x

x x xx x x
x x xx x→ → →

− + +− + + + ⋅ += = = = =− − − −− +
. 

2. Непосредственная подстановка в данное выражение предельного значе-

ния аргумента приводит к неопределенному выражению вида { }0
0

. Преобразуем 

дробь методом избавления от иррациональности. 

{ } ( )( )
( )( ) ( )

2 22 2

2 3 2 3 20 0 02 2

25 5 25 525 5 0lim lim lim
0 (1 )25 5 25 5x x x

x xx x
x x x x x xx x→ → →

++ − ++ − = = = =
+ + + + ++ +

 

( ) ( )0 2

1 1 1lim 0,1.
10(1 0) 25 5(1 ) 25 5x x x→

= = = =
+ ++ ++

 

3. Чтобы раскрыть неопределенность вида { }∞
∞ , заданную отношением двух 

многочленов, нужно числитель и знаменатель разделить на самую высокую вхо-

дящую в них степень x . 

{ }
3 2

3 2 4 4 4 4

4 3 2 4 3 2

4 4 4 4 4

3 7 8 1
3 7 8 1lim lim

5 8 7 5 1 5 8 7 5 1x x

x x x
x x x xx x x

x x x x x x x x
x x x x x

→∞ →∞

+ + +
+ + + ∞= = =∞+ + + + + + + +
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2 3 4

2 3 4

3 7 8 1
0lim lim 0.

8 7 5 515x x

x x x x

x x x x
→∞ →∞

+ + +
= = =

+ + + +
 

4. Воспользуемся правилом предыдущего решения. 

{ } 23 2 3

3 2
2 3

8 324
4 8 2 3 4 1lim lim 0,5.

10 7 8 228 10 7 2 8x x

x x xx x x
x x x x x x

→∞ →∞

+ + +
+ + + ∞= = = = − = −∞ −− + + + − + + +

 

5. { } 23 2 3

2
2 3

8 4 13
3 8 4 1 3lim lim lim .

3 02 12 3 1x x x

x x xx x x
x x x x x

→∞ →∞ →∞

+ + +
+ + + ∞= = = − = −∞∞ −− + + + +

 

§10. Замечательные пределы 

1. Первый замечательный предел. 

Первым замечательным пределом называют 
0

sinlim 1
x

x
x→

= , т.е. предел          

отношения синуса бесконечно малого угла к величине этого угла в радианах ра-

вен единице. 

Докажем это равенство. Рассмотрим случай, когда 0x > . Так как 0x → , то 

можно предположить, что 
2

0 x π< < . Из рис. 13 видно, что площадь COD△  

больше площади сектора AOC∡ , которая в свою очередь, больше площади 

треугольника AOC△ . Отсюда получаем систему неравенств: 

       AOC AOC CODS S S< <△ △∡ , или 

         21 1 1
2 2 2

,OC AB OC x OC CD⋅ < ⋅ < ⋅  

                    21 1 1
2 2 2

sinOC OC x OC x OC OC tgx⋅ ⋅ ⋅ < ⋅ ⋅ < ⋅ ⋅ ⋅ . 

     Рис. 13 

Разделив все члены этого двойного неравенства на 21
2

sin    (sin 0)OC x x⋅ ⋅ > , 

получим    11
sin cos

x
x x

< <    переходя к обратным величинам будем иметь 
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sincos 1xx x> > . 

Применяя теорему 4 (§9) к полученному неравенству, получаем 

0 0 0

sinlim cos lim lim1
x x x

xx x→ → →
> >        или 

0

sin1 lim 1
x

x
x→

> > . 

По теореме 4 если переменная величина sinx
x  заключена между величинами 

имеющими один и тот же предел, равный единице, то эта величина тоже будет 

стремиться к единице, а значит  

0

sinlim 1
x

x
x→

= , 

что и требовалось доказать. 

 Если 0x < , введем замену x t= − ; тогда t x= − , теперь 0t >  причем 0t →  

при 0x → . Получаем 

0 0 0 0
( 0)

sin( )sin sin sinlim 0 lim lim lim 1.
0x t t t

x

x t tx t ttx t t tt→ → → →
<

= − − −= → = = = =− −>
 

Замечательное этого предела состоит в том, что в точке 0x =  функция  

sinxy x=  неопределенна (рис. 14), а предел этой функции в этой же точке суще-

ствует и равен 1. 

Рис. 14 

Используя этот предел, можно находить другие пределы от тригонометриче-

ских функций, содержащих неопределенность вида { }0
0

. 

Пример 17. Найти пределы функций: 
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 1. 20

1 coslim
x

x
x→

− ;  2. 
1

lim(1 )
2x

xx tg π
→

− ⋅ ;  3. 

6

sinlim
x

x
xπ→

; 

Решение. 

1. { }
222

2 20 0 0 0

2 2 2

2 2

sin sin2sin1 cos 0 2 1 1lim lim lim lim .
0 4 2 2x x x x

x xx
x

x xx x→ → → →

   
−    = = = ⋅ = =

   
   

 

2. Приведем неопределенность вида { }0 ⋅ ∞  к виду { }0
0

 под знаком предела        

с помощью подстановки 1 x y− = . 

{ } ( )1 0 0
ï ðè 2 2 2

1 (1 )
lim(1 ) 0 0  1 lim lim

2 1x y y

x y y yxx tg y x y tg y tg
x y

π ππ π
→ → →

− = −− ⋅ = ⋅ ∞ = → → = ⋅ = ⋅ − =
= −

 

0 0 0

22
2 2 2

2 2

lim lim cos lim cos
sin siny y y

y
y y y y

y ctg
y y

π
π π π

ππ π→ → →
= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =  

1 1

0 0 0

2 22 2 2 2
2 2

2 2

sin sin
lim cos lim lim cos 1 1 .
y y y

y y
y y

y y

π π
π π

π π π ππ π

− −

→ → →

   
   = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =
   
      

 

3. Так как x→0, то вычисляем этот предел непосредственно  

6

1
26

66

sinsin 3lim .
x

x
xπ

π
πππ→

= = =   

2. Второй замечательный предел. 

Неперово число e , определяемое как предел последовательности ( ){ }11
n

n+ , 

а также как предел функции непрерывно изменяющегося аргумента 
1

0
lim(1 ) x

x
x

→
+ , 

называется в математическом анализе вторым замечательным пределом. 

(Джон Непер, барон Мерчистонский (1550 – 1617) – шотландский математик,     

e  – первая буква фамилии Эйлер). 

Таким образом   ( )1lim 1
x

x
ex→∞

+ = . 
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Докажем справедливость этого равенства. 

В §5 было установлено, что ( )1lim 1
n

n
en→∞

+ = , где n N∈ . Пусть теперь x → +∞ , 

принимая как дробные, так и целые значения. Тогда каждое его значение         

заключено между двумя положительными целыми числами 

1n x n≤ < + , 

Переходя к обратным величинам, будем иметь 

1 1 1
1n x n≥ > + , 

1 1 11 1 1 1n x n+ ≥ + > + + . 

На основании свойств степенной функции получим 

( ) ( ) ( )11 1 11 1 1 1

n n n

n x n

+
+ ≥ + > + +  

Применяя теорему 4 (§9) получаем 

( ) ( ) ( )11 1 1lim 1 lim 1 lim 1 1

n n n

n x nn x n

+

→+∞ →+∞ →+∞
+ ≥ + > + + . 

Найдем пределы переменных, между которыми заключена переменная ( )11
x

x+ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 1 1lim 1 lim 1 1 lim 1 lim 1 1 .
n n n

n n n n
e en n n n n

+

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
+ = + ⋅ + = + ⋅ + = ⋅ =  

( ) ( ) ( )
( )

11 11 lim 11 111lim 1 lim ,1 1 111 lim 11 1

nn
n

n

n n

n

nn e en
n n

++

→+∞
→+∞ →+∞

→+∞

++ +++ = = = =+ + ++ +
  

получим   ( )1lim 1 .
x

x
e ex→∞

≥ + >  

Следовательно, по теореме 4, ( )1lim 1
x

x
ex→∞

+ = . 

Пусть x → −∞ . Введем новую переменную ( 1)t x= − +  или ( 1)x t= − + .          

При x → −∞  будет t → +∞ , тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 111 1 1lim 1 lim 1 lim lim lim
1 1

x t t t t

x t t t t

t t tx t t t t

− − − − + +

→−∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞
++ = − = = = + =+ +  
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( ) ( )1 1lim 1 lim 1 1
t

t t
e e

t t→+∞ →+∞
= + ⋅ + = ⋅ = , 

таким образом, доказано, что 

           ( )1lim 1
x

x
ex→∞

+ =                                                            (2) 

График функции ( )11
x

y x= +  изображен на (рис. 15).        

Рис. 15 

Если в равенстве (2) положить 1 tx = , то при x → ∞  имеем 0t →  и мы при-

ходим к другой форме записи второго замечательного предела: 

( )
1

0
lim 1 t
t

t e
→

+ = . 

Пример 18. Вычислить пределы: 

 1. ( ) 12 3lim
2 1

x

x

x
x

+

→∞
+
+ ;  2. ( )3sec

2

lim 1 cos x

x
x

π→
+ ; 

Решение. 

1. Преобразуем неопределенность вида { }∞∞
∞  к виду { }1∞ . 

( ) ( ) ( ) { }1 1 1

1 1
2

2
2 12 3 2 3 2lim lim 1 1 lim 1 1 0 ï ðè 

2 1 2 1 2 1

x x x

x x x

t
xx x t x

x x x
x t

+ + + ∞

→∞ →∞ →∞

= ++ += + − = + = = =→ →∞+ + +
= −

 
1 1 1 11

2 2
0 0 0 0

lim(1 ) lim(1 ) (1 ) lim(1 ) lim (1 ) 1 .t t t

t t t t
t t t t t e e

+

→ → → →
= + = + ⋅ + = + ⋅ + = ⋅ =  
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2. ( ) { }
33 13 3

cos
0 0

2 2

cos
lim 1 cos 1 lim(1 ) lim(1 ) .0 ï ðè 

t tx
t tx

t x
x t t et xπ π

∞
→ →→

=  + = = = + = + = → →  
 

§11. Непрерывность функций 

Пусть материальная точка M  движется по некоторой траектории, начи-

нающейся в точке 0M  пространства Oxyz . В этом процессе расстояние 0MM  

является непрерывно изменяющейся величиной. Если эту переменную будем 

рассматривать в ее функциональной зависимости от времени, получим пример 

непрерывной функции. 

Простейшим видом непрерывности числовой функции ( )f x  является ее         

непрерывность в заданной точке 0x  из области определения. Данное понятие 

связано с приближением ( )f x  к значению 0( )f x  при приближении аргумента x  

к числу 0x , т.е. с понятием предела функции ( )f x  при 0x x→ . 

Рассмотрим несколько эквивалентных определений непрерывности функции 

в точке. 

1. Функция ( )y f x=  называется непрерывной  в  точке 0x ,  если  бесконечно 

малому приращению аргумента x△  соответствует бесконечно малое  прираще-

ние y△ ,  

0
lim 0
x

y
→

=
△
△ . 

2. Функция ( )y f x=  называется непрерывной в точке 0x x= , если предель-

ное значение функции при 0x x→  равно частному значению ее в точке  0x , т.е.  

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=  или 
0 0

lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

 =  
 

. 

3. Для непрерывности функции ( )y f x=  в данной точке 0x  необходимо и   

достаточно, чтобы односторонние пределы функции равнялись значению          

функции в данной точке, 

0 0

0lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
→ − → +

= = . 
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Покажем эквивалентность этих определений. 

Пусть функция ( )y f x=  определена в точке 0x x=  и ее окрестности. Если 

аргументу 0x  задать приращение x△ , то функция получит некоторое прира-

щение 00( ) ( )y f x x f x= + −△ △  (рис. 16). 

1. [ ]0 00 0
0 0 0 0

lim lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x

y f x x f x f x x f x
→ → → →

= + − = + − =
△ △ △ △
△ △ △  

 0 0 00
0

lim ( ) ( ) ( ) ( ) 0
x

f x x f x f x f x
→

= + − = = =
△

△ .   

Рис. 16 

2. По только, что доказанному имеем [ ]00
0

lim ( ) ( ) 0
x

f x x f x
→

+ − =
△

△ . Исключим 

приращение x△ , пусть 0x x x+ =△ , тогда при 0x →△ , будет 0x x→ .   

Тогда  [ ]
0

0lim ( ) ( ) 0
x x

f x f x
→

− = ,  
0

0lim ( ) ( 0)
x x

f x f x
→

− = ,  

     
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= .      (3) 

Учитывая, что 0x  можно представить в предельной форме 
0

0 lim
x x

x x
→

= , то равен-

ство (3) принимает вид  
0 0

lim ( ) lim
x x x x

f x f x
→ →

 =  
 

. 

Таким образом, в классе элементарных функций, которые являются непре-

рывными, вычисление предела функции в точке заменяется вычислением ее  

частного значения в этой точке: 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . 

Так как мы можем это положение к весьма доступному и вместе с тем очень 

широкому классу функций, то оно составляет значительную составную часть  

аппарата теории пределов. 

Используя  определение  непрерывности,  в  частности  определение  2,  мы 
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можем еще расширить средства вычисления пределов. Так, например, для       

вычисления  пределов  функций  вида  ( )( )z xy f x =     справедлива  формула  

    
0

0 0

lim ( )
( )lim ( ) lim ( )

x x
z x

z x

x x x x
f x f x

→

→ →

   =    
,     (4) 

где 
0

lim ( )
x x

f x
→

 и 
0

lim ( )
x x

z x
→

 – существуют и принимают конечные значения не           

равные одновременно нулю.  

Покажем справедливость равенства (4). 

Прологарифмируем функцию ( )( )z xy f x =   , получим [ ] ( )ln ln ( ) z xy f x=  

или        [ ]ln ( ) ln ( )y z x f x= ⋅ . 

Возьмем предел от левой и правой частей: [ ]limln lim ( ) ln ( )y z x f x= ⋅ . 

Применяя определение 3 и теорему 1 (§9), получаем 

( ) ( )ln lim lim ( ) ln lim ( )y z x f x= ⋅ , 

( ) ( )lim ( )ln lim ln lim ( ) z xy f x= . 

От равенства логарифмов с одинаковым основанием переходим к равенству 

аргументов логарифмов 

0

0 0

lim ( )

lim lim ( )
x x

z x

x x x x
y f x

→

→ →

 =   
, 

0

0 0

lim ( )
( )lim ( ) lim ( )

x x
z x

z x

x x x x
f x f x

→

→ →

   =    
. 

Формула остается верной и при x → ∞ . 

Пример 19. Вычислить пределы: 

1. ( )
3

20

lgcos
lim

arcsin
4

tgx

x

x e
x tg xπ

−

→

+
+ +

;   2. 
3

3
sinlim ln 1

x

x x
x arctgx→−∞

 ++ + 
;  3. ( )6 12

2
5 3lim
3 7

x

x

x x
x x

+

→∞
+ +
+ +

. 

Решение. 

1. ( )
3 3 0 0

20

lgcos lgcos0 lg1 0 1lim 1
0 1 1arcsinarcsin 0 44

tgx tg

x

x e e e
tgx tg x ππ

− −

→

+ + + += = = =+++ +
         (определе-

ние 2). 



 45 

2. 
( )

( )
3

3 3

3
3

3

sin1
sinlim ln 1 ln lim 1 ln lim 2 ln 2

1x x x

xx
x x x

arctgxx arctgx x
x

→−∞ →−∞ →−∞

 +  ++ = + = =   +  + 
 

  (опре-

деление 3). 

3. ( ) ( ) ( )6 1 6 1 6 12 2

2 2 2
5 3 5 3 2 4lim lim 1 1 lim 1
3 7 3 7 3 7

x x x

x x x

x x x x x
x x x x x x

+ + +

→∞ →∞ →∞
+ + + + −= + − = + =
+ + + + + +

 

( ) ( )
2 22 2

(2 4)(6 1) (2 4)(6 1)
lim3 7 3 73 7 3 7

2 4 2 4
2 2
2 4 2 4lim 1 lim 1

3 7 3 7

x

x x x x
x x x xx x x x

x x

x x

x x
x x x x

→∞

− + − +
+ + + ++ + + +

− −

→∞ →∞

   − −= + = + =   
+ + + +      

 
( )( )4 12 2 6

3 72 1
2

lim
12

x x x

xx x
xe e

− +

 + + →∞
  =    (равенство (4), второй замечательный предел). 

§12. Точки разрыва функции 

Точки, в которых нарушается условие непрерывности функции, называются 

точками разрыва. 

Различают два вида точек разрыва: первого и второго рода. 

Точкой разрыва I рода называется такая точка разрыва функции, в которой      

существуют ее односторонние пределы. 

Например, для функции sinxy x= , точка 0x =  является точкой I рода т.к.  

0 0

sin sinlim lim 1
x x

x x
x x→ + → −

= = , (рис. 14). 

Точка разрыва функции, в которой не существует хотя бы один из односто-

ронних пределов, называется точкой разрыва II рода. 

Например, функция 
1

2xy =  в точке 0x =  имеет разрыв II рода т.к. 

1

0
lim 2 0x

x→ −
= , а 

1

0
lim 2 x

x→ +
= +∞  (рис. 17). 

Рис. 17 
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§13. Сравнение бесконечно малых 

Функции 2( 3)x −  и 5( 3)x −  являются бесконечно малыми при 3x → : 

2 5

3 3
lim( 3) 0,  lim( 3) 0
x x

x x
→ →

− = − = . Так как вторую из этих функций можно предста-

вить в виде произведения первой на бесконечно малую 3( 3)x − , то 5( 3)x −            

при 3x →  стремится к нулю быс трее , чем 2( 3)x − . В этом случае бесконечно 

малую 5( 3)x −  называют бесконечно малой более  высо ко г о  поряд ка ,               

чем 2( 3)x − . 

Определения . 

1. Пусть ( )xα  и ( )xβ  являются бесконечно малыми при x a→ . Если ( )xα  

представима в виде произведения ( )xβ  на некоторую бесконечно малую ( )xγ  

при x a→ , т.е. ( ) ( ) ( )x x xα γ β= ⋅ , то говорят, что ( )xα  есть бес конечно            

малая  более  высо ко г о  поряд ка , чем ( )xβ . 

Если известно, что при x a→  начиная с некоторого x  ( ) 0xβ ≠ , то данное 

определение можно записать в предельной форме: 

( )
lim 0

( )x a

x
x

α
β→

= . 

2. Пусть ( )xα  и ( )xβ  – бесконечно малые и пусть начиная с некоторого x  

( ) 0xα ≠ , ( ) 0xβ ≠ . Если существует конечный предел 
( )

lim
( )x a

x
x

α
β→

, отличный от ну-

ля, то бесконечно малые ( )xα  и ( )xβ  называются однопорядковыми при x a→ . 

3. Бесконечно малые ( )xα  и ( )xβ  при x a→  называются сравнимыми, если 

они одного порядка или одна из них более высокого порядка относительно           

другой. В противном случае  ( )xα , ( )xβ  называются несравнимыми. 

Пример 20. Сравнить бесконечно малые: 

1. 
3

2 2( ) sin , ( )x x x xα β= =  при 0x → ; 

2. 3( ) 1,   ( ) 1x x x xα β= − = −  при 1x → ; 

3. 3 31( ) sin ,   ( )x x x xxα β= =  при 0x → . 
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Решение. 

1. Найдем предел отношения данных функций: 

3 3 112 2 2 22
3 30 0 0 0 0
2 2

( ) sin sin sinlim lim lim sin lim lim sin 0
( )x x x x x

x x x xx xxx
x x

α
β→ → → → →

   = = ⋅ = ⋅ =      
,  

таким образом, функция 2( ) sinx xα =  есть бесконечно малая более высокого по-

рядка, чем 
3
2( )x xβ = .  

2. Найдем 
3

1

1lim
1x

x
x→

−
− . 

( ) ( )( )
3 3

3 33 33 3 2231 1 1

1 1 1 1 1lim lim lim
1 1 1 311 11x x x

x x
x xx x xx→ → →

− −= = = =+ ++ +− + +−
. 

Следовательно, 3( ) 1x xα = −  и ( ) 1x xβ = −  – одного порядка малости при 1x → . 

3. 
3

30 0 0

1sin( ) 1lim lim lim sin
( )x x x

xx x
xx x

α
β→ → →

= =  

Бесконечно малые α  и β  не сравнимы т.к. их отношение 1sin x  при 0x →  не 

стремится ни к конечному пределу, ни к бесконечности (рис. 18). 

Рис. 18 

Иногда возникает необходимость в более точном сравнении бесконечно ма-

лых функций – в выражении их порядков числами. В этом случае одну из срав-

ниваемых бесконечно малых функций принимают за основную и относительно 

нее определяют порядок дугой бесконечно малой функции. Делают это, основы-

ваясь на следующем определении: 
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4. Пусть ( )xα  и ( )xβ  – такие бесконечно малые при x a→ , что ( )xα  беско-

нечно малая более высокого порядка, чем ( )xβ . Степень [ ]( ) kxβ  с показателем 

1k >  будет бесконечно малой более высокого порядка, чем ( )xβ . Показатель k  

можно подобрать так, что [ ]( ) kxβ  будет того же порядка, что ( )xα . В этом        

случае говорят, что ( )xα  имеет порядок малости k  относительно ( )xβ . 

Пример 21. Определить порядок малости функции 1 cosx−  относительно x  

при 0x → . 

Решение. Найдем предел 
0

1 coslim
x

x
x→

− . 

2

0 0 0

2 2
2

2

2sin sin1 coslim lim lim 1 0 0.sin
x x x

x x
x x

xx x→ → →
− = = ⋅ = ⋅ =  

Очевидно, что бесконечно малой ( )x xβ =  достаточно задать показатель сте-

пени равный 2 чтобы предел был отличным от нуля. 

20 0

2 2

2 2

sin sin1 cos 1lim lim
22x x

x x
x

x xx→ →
− = ⋅ =

⋅
,  следовательно, функция ( ) 1 cosx xα = −  есть 

бесконечно малая второго порядка относительно x . 

§14. Эквивалентные бесконечно малые 

и их применение к вычислению пределов 

Эквивалентные бесконечно малые представляют собой частный случай од-

нопорядковых бесконечно малых. Согласно определению, бесконечно малые 

( )xα  и ( )xβ  называются эквивалентными, если предел их отношения равен 

единице: lim 1α
β =  или lim 1

β
α = . 

Эквивалентность бесконечно малых α  и β  обозначают символом ∼ : α β∼ . 

Исходя из определения эквивалентных бесконечно малых можно составить 

таблицу простейших формул эквивалентностей (табл. 1). 
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Таблица 1.   Формулы эквивалентностей 

0x →  

1 sinx x∼  6 tgx x∼  
2 arcsinx x∼  7 arctgx x∼  
3 1 lnxa x a− ∼  8 1xe x− ∼  
4 ( )ln 1 x x+ ∼  

9 ( )1 mx mx+ ∼  
5 21

2
1 cosx x− ∼

 
 

Покажем справедливость некоторых формул из таблицы. 

1. 
0

sinlim 1
x

x
x→

=  (1 замечательный предел). 

4. ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0 0

ln 1 1lim lim lim ln 1 ln lim 1 ln 1ln 1 x x
x x x x

x x x exxx→ → → →
+  = ⋅ = + = + = =+

  
 

(свойства логарифмов, определение непрерывности, 2 замечательный предел). 

6. 
0 0

sin 1lim lim 1 1 1.cosx x

tgx x
x x x→ →

= ⋅ = ⋅ =  

7. 
0 0 0ï ðè 

lim lim lim 1.
0 0x y y

y arctgxarctgx y y
tgy x tgy y yx tgyx y→ → →

=
= = = = = =

→ →
∼  

8. 
1

0 0 0ï ðè

1 ln( 1)1lim ln( 1) lim lim 1
ln( 1) 0 0

x
x

x y y

y e y ye x yx yyx y

−

→ → →

= − + − = = + = = =
 +  → →

   (см. 4).  

Геометрически эквивалентность двух функций означает, что в окрестности 

точки нуль графики этих функций практически не различимы (рис. 19). 

Рис. 19 
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Рассмотрим предложения, выражающие свойства эквивалентных бесконечно 

малых. 

1. Бесконечно малые α  и β  при x a→  будут эквивалентны тогда и только 

тогда, когда разность α β−  есть бесконечно малая более высокого порядка от-

носительно α , а также относительно β . 

Действительно, ( )lim 1 lim 1 0 lim 0
x a x a x a

α βα αα β β β β→ → →

−⇔ = ⇔ − = ⇔ = ⇒∼  

разность α β−  есть бесконечно малая более высокого порядка чем β . 

Аналогично рассуждаем и для α . 

2. Если α β∼ , а γ  более высокого порядка относительно α , то γ  также бо-

лее высокого порядка относительно β : 

( )0 0 0 0
lim lim lim lim 0 1 0.
x x x x

γ γ γα α
β α β α β→ → → →

= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

Рассмотренные предложения используются для «эквивалентного преобразо-

вания» суммы бесконечно малых различных порядков малости. Например, при 

0x →  будет 2sin sin ,    (1 cos )x x x tgx x tgx+ + −∼ ∼ . 

Точно так же при 0x →  будет ( )5 sin5 ln(1 )tg x x x x− + + ∼ , т.к. ln(1 )x x+ ∼ ,  

5 sin5tg x x−  более высокого порядка, чем 5x , чем x .  

 3. Если lim ( ) 0,   lim ( ) 0
x a x a

x x Aα β
→ →

= = ≠ , то ( ) ( ) ( )x x A xα β α⋅ ⋅∼ , так как 

( ) ( )
lim 1.

( )x a

x x
A x

α β
α→

⋅ =⋅  

В силу предложения 3 можно делать, например, такие упрощения бесконечно 

малых: при 0x →  будет 

( )2 2 1
cos3 5 22 2sin3 sin3 3

3 33

x x

x
e x xx x x ee ex e +

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
+

∼ ∼ ; 

при x → ∞    
3 2 3

5 3 2 5 2
5 8 7 1 5 5
4 9 3 sin 2 4 4
x x x arctgx x
x x x x x x

+ + + + =
+ + + +

∼ ,  
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т.к. заданную дробь можно представить в виде 
3 2 3

5
2 3 5

18 71
55 5 5 ,

9 3 sin 24 1
4 4 4

arctgx
xx x x

xx
x x x

++ + +
⋅ ++ + +

 а 

второй множитель при x → ∞  имеет предел, равный 1. 

Как видим, при x → ∞  правильная дробь эквивалентна отношению старших 

членов числителя и знаменателя. 

4. Если α β∼ , то k kα β∼ , где 0k > . 

Предложение 4 позволяет, например, написать, что при 0x →  

( ) 23 33 3 2sin ,   arcsin3 sin3 ,   .x tg x x x tgx x∼ ∼ ∼  

  5. Пусть ,  ,  α β γ  – бесконечно малые при x a→ . Если 21 ,   k kα γ β γ∼ ∼ , где 

1 2,k k  – числа, отличные от нуля, то 1 2( )k kα β γ+ +∼ . 

Действительно, так как 
1 2

lim 1,   lim 1
x a x ak k

βα
γ γ→ →

= = , то 1 2lim ,   lim
x a x a

k k
βα

γ γ→ →
= = , и, 

следовательно, 1 2lim
x a

k k
α β

γ→

+ = + , откуда ( )1 2
lim 1
x a k k

α β
γ→

+ =+ , т.е. 

1 2( )k kα β γ+ +∼ . 

Предложение 5 нужно для эквивалентного преобразования суммы однопо-

рядковых бесконечно малых. Например, при 0x →   

2 2 2 2 2sin 4 2 4 2 6 ,   3 2 3 2 ,x tg x x x x tg x arctg x x x x+ + = − − =∼ ∼  

( ) ( ) ( )2
2 2 2

ln(1 ) cos 2 ln(1 ) 1 1 cos 2 2 4 .
2

x x x
x e x x e x x x x+ + − = + + − + − + + =∼  

Предложение 5 не позволяет записать 5 sin5 5 5tg x x x x− −∼  при 0x → , рас-

сматриваемая эквивалентность не имеет места, т.к. 5 5 0x x− ≡ . В этом случае 

следует преобразовать  

2 325 1255 sin5 5 5 cos5 5 (1 cos5 ) 5 .
2 2
x xtg x x tg x tg x x tg x x x− = − ⋅ = − ⋅ =∼  

6. Пусть 1 1 2 2,  ,  ,  α β α β  – бесконечно малые при x a→ . Если 1 1 2 2,   α β α β∼ ∼ , 

то 1 2 1 2α α β β⋅ ⋅∼ :       
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1 2 1 2

1 2 1 2
lim lim lim 1 1 1.
x a x a x a

α α α α
β β β β→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅ =⋅  

7. Если 1 1 2 2,  α β α β∼ ∼  и существует (конечный или бесконечный) предел 

1

2
lim
x a

α
α→

, то также существует 1

2
lim
x a

β
β→

, причем оба предела равны между собой: 

1 1

2 2
lim lim
x a x a

βα
α β→ →

= . 

Это следует из равенства   1 1 1 2
21 22

.
β β α α

ααβ β= ⋅ ⋅  

8. Если 1 1 2 2,  α β α β∼ ∼  и если существует ( ) 2

1
1lim 1

x a
αα

→
+ , то также существует 

( ) 2

1
1lim 1

x a
ββ

→
+ , причем ( ) ( )2 2

1 1
1 1lim 1 lim 1

x a x a
αββ α

→ →
+ = + . 

Это доказывается переходом к логарифму с последующим использованием 

эквивалентности ln(1 )α α+ ∼  и предложения 7: 

2 2

1 1
1 11 1

1 1
2 2 22

ln(1 ) ln(1 )
lim ln(1 ) lim lim lim lim lim ln(1 )
x a x a x a x a x a x a

α βα β βαα βα α β β→ → → → → →

+ ++ = = = = = + ,  

отсюда и нужное равенство. 

Предложения 7, 8 показывают, что эквивалентные бесконечно малые можно 

использовать для вычисления пределов функций, заданных выражениями вида 

{ }0
0

 и { }1∞ . 

Пример 22. Найти пределы 

 1. 
( )2

3 30

1 cos2
lim

sinx

x
tg x x→ +

−
−

. 2. 2 25 30

cos2 cos8lim
x xx

x x
e e→

−
−

.  3. ( )
4cos

3
23

3lim 1
1

x
x

x

x
x

π
−

→
−+
+

. 

Решение. 

1.  
( )

( )( )

2
2

3 3 2 20 0

2
2

( )
1 cos2

lim lim
sin sin sin sinx x

x
x

tg x x tgx x tg x tgx x x→ + → +

 
 −  = =

− − + ⋅ +
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                       ( )
4 2

2 2 2 20 0 02

4 4 8 1lim lim lim .
3(1 cos ) 3

2
x x x

x x
xtgx x x x x xx x→ + → + → +

= = = = +∞
− + + ⋅ ⋅

  

2. ( ) ( )
( ) ( )2 2 2 2

2 2

2 25 3 5 30 0 0

4 64
1 cos8cos2 1cos2 cos8 302 2lim lim lim 15.

25 31 1x x x xx x x

x x
xxx x

x xe e e e→ → →

− ++ −−− = = = =
−− − + −

 

3. ( ) ( )
4cos 4

3 3
23 3

Ï ðåäëî æåí èÿ

ï ðè

3
103 3lim 1  3, 8 lim 1 3 10101

 3 0

x
x x

x x

xy
x x

x yx
x y

π −
− −

→ →

−=
− −+ = = + = =− =+ → →

 

4
4 1 210

10 5
0 0

lim(1 ) lim(1 ) .yy

y y
y y e

−
− −

→ →

 
= + = + = 

 
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Практикум  по  теории  пределов  

Найти общий член na  последовательностей: 

1. 
1 2 3 4

0, , , , ,
3 4 5 6

…    2. 
1 1 1 1 1

, , , , ,
2 4 8 16 32

− − …  

Привести пример двух различных последовательностей, каждая из которых 

имеет своим пределом число: 

3. 7,1       4. 
1

10
 

Известно, что 1 1lim , lim
2 3n n

n n
a b

→∞ →∞
= = . Применяя теоремы о пределах, найти: 

5. ( )lim 3 2 nn
n

a b
→∞

+     6. lim n n

n n n

a b
a b→∞

−
+ . 

7. 
2 2

lim
2

n n

n n n

a b
a b→∞

+
+ .     8. ( )2lim2 7 ,n n

n
a b +

→∞
+  0nb > . 

Найти пределы последовательностей с общим членом na  при n → ∞ . 

9. 
( 2)! ( 1)!

( 3)!n

n n
a

n
+ + += + .   10. 

( 2)! ( 1)!
( 2)! ( 1)!n

n n
a

n n
+ + += + − + . 

11. 2
1 2

n
na

n
+ + +… .    12. 

1 3 (2 1)
3n

n
a n

n
+ + + −= −+

…
. 

13. 
100

97 3

(1 3 )
(3 2) ( 2)

n

n
a

n n
+=

− ⋅ +
.   14. 

98 2

100

(2 3) (2 1)
(2 4)

n

n n
a

n
+ −=

+
. 

15. 2 21na n n n n= + + − − .  16. 2 21 4na n n n= + − − . 

17. 3 3 1na n n= − + .    18. 2 23 31na n n= + − . 

19. 2 3
2 2

n
na

n
+=

+ +
.    20. 

3
2 2 1

7 4
n

n na
n n
+ +=

+
. 

21. 
2sin ( 2)

n

n
a

n
+= .    22. 

( )2cos
1n

n n
a

n
+

= + . 

23. 2 3
2 3

n n

n n na +=
−

.    24. 2 5
3 7

n n

n n na +=
+

. 
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Дана последовательность { }na . Начиная с какого n  величина na  станет и 

будет оставаться меньше 0,001.  

25. 1
2n na = .     26. 3n

na −= − . 

Определить предел a  последовательности { }na  и номер члена последова-

тельности, начиная с которого 0,05na a− < :  

27. 
2 1

n
na n

+= .    28. 
2

2
5 1
7 3n

na
n

+= − . 

Доказать, что последовательность с общим членом na  имеет предел a . 

29. 
2

1 , 0.na a
n

= =     30. 12 , 2.
3n na a= − =  

31. 2 , 2.
4n

na a
n

= = −−    32. 1 , 1.
1n

na a
n

−= = −+  

Вычислить пределы от функций: 

33. 
3

lim cos .
x

x x
→

⋅     34. 
2 3

1

3lim .
2 7x

x x x
x→

+ −
+ −

 

35. ( )2

0

1lim 1 .
sinx

x x
x→

+ + ⋅    36. ( )
0

lim 2 .tgx

x
tgx

→
+  

37. 
3 2

4 3 20,4

5 2 5 2lim .
5 2 5 2x

x x x
x x x x→

− + −
− − +   38. 

3

22

8lim .
4x

x
x→−

+
−  

39. ( )
2

lim 2sin cos .
x

x x ctgx
π→

− +   40. 
3 2

3 21

1lim .
1x

x x x
x x x→−

+ − −
+ + +  

Вычислить пределы от иррациональных функций: 

41. 
2

2lim .
4 1 3x

x
x→

−
+ −

    42. 
0

1 1lim .
x

x x
x→

+ − −  

43. 
4

2 30

1 3 1 2lim .
2x

x x
x x x→

+ − −
+ +    44. 

22

3 2lim .
4x

x x
x→

− −
−  

45. 
1

2 3 1lim .
5 2x

x
x→−

+ −
+ −

    46. 
3

9 2 5lim .
2x

x
x→∞

+ −
−

 

47. 
4

6lim .
5 6x

x x
x x→

+ −
− +

    48. 
1

5 2lim .
2 1x

x
x→

− −
− −
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49. 
3

3 321

1lim .
2 3x

x
x x→

−
+ −

   50. 
4

1

1lim .
1x

x
x→

−
−  

Вычислить пределы и подтвердить или опровергнуть данные утверждения: 

51. 
3 2

422 2

8 2 16lim lim 1.
( 4) 4 2

x

x
x x

x
x x

+

→ →

− −− =− −         52. 
2

3 21 0

3 2 1lim lim .
9 9 1 2x x

x x x x
x x x x x→− →

+ − −=+ − − +
 

53. 
2 2

21 0,5

3 2 2 5 3lim lim .
1 4 18 10x x

x x x x
x x x→− →−

+ + − −>+ − −     54. 
3 2

2 3 21 3

3 4 3lim lim 0.
1 1 2x x

x x x
x x→ →

+ − −⋅ <− − −
 

Вычислить пределы от функций на бесконечности: 

55. 
2 1lim .

1x

x
x→−∞

+
+     56. ( )3 2

2
3lim .

1x

x x x
x→+∞

+ −+  

57. 
20 30

50

( 2) (2 1)
lim .

( 3)x

x x
x→∞

− ⋅ −
+    58. 2lim .

1x

x x
x→+∞

+ +
+

 

59. 
32 2

54 4 4

1 1lim .
1 1z

z z
z z→∞

+ − +
+ + +

   60. 
20 15

35

( 1) (2 3)
lim .

(3 17)x

x x
x→∞

− ⋅ +
+  

61. 
10 10 10

10 10

( 1) ( 2) ( 10)
lim .

10y

y y y
y→∞

+ + + + + +
+
…

    62. ( )2lim 2 .
x

x x x
→+∞

− + +  

63. lim .
1x

x x x
x→+∞

+ +
+

    64. 
32 3

4 4

2 1lim .
8x

x x
x→−∞

+ − +
+

 

65. ( )2 2lim 1 1 .
x

x x
→∞

+ − −     66. 
10

(1 )(1 2 ) (1 10 )
lim .

1x

x x x
x→+∞

+ + +
+
⋯

 

Первый замечательный предел.  

67. 
0

lim .
1 cosx

x
x→ −

    68. 
20

1 coslim .
x

x
x→

−  

69. sinlim .
x

x
xπ→

     70. 
0

sin3lim .
sin7x

x
x→

 

71. 
30

sin
lim .

sin 2x

tgx x
x→

−     72. 
0

sin 2lim .
sin5x

x x
x x→

−
−  

73. 
0

3 1
3lim .

sinx

x
x

x x→

+ −−
+     74. ( )2 1lim 1 cos .

x
x x→∞

⋅ −  

75. 
2

cos .lim

2
x

x
xπ π→ −

     76. 
3

( 3)
lim .

3x

arctg x
x→

−
−  
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77. 
22

sin( 2)
lim .

4x

x
x→

−
−     78. 

2
1 cos3lim .

sin 5x

x
xπ→

+  

Второй замечательный предел. 

79. ( )1lim .
1x

xx
x→∞

+
−     80. ( )

2
2

2
2lim .
1

x

x

x
x→∞

+
+  

81. ( )3

3
5 2lim .

5

x

x

x
x→+∞

+     82. ( )32lim .
2 3

x

x

x
x→∞ −  

83. ( )
1

35lim .
7

x

x

x
x

+

→∞

+
−     84. ( )2 12 3lim .

2 5

x

x

x
x

+

→∞

+
−  

85. ( )2

0
lim 1 .ctgx

x
tgx

→
+     86. 

1

0
lim(cos sin ) .x

x
x x

→
+  

87. ( )lim ln(2 ) ln .
x

x x x
→+∞

+ −    88. [ ]lim 2 ln(1 ) ln(2 ) .
x

x x x
→+∞

+ − +  

Применяя свойства бесконечно малых вычислить пределы: 

89. sinlim .
x

x
x→∞

     90. sinlim .
cosx

x x
x x→∞

+
+  

91. 2 3 sinlim .
2x

x x
x→∞

+ +
−    92. 2

coslim .
1x

x
x→+∞ +  

93. lim .
x

arctgx
x→∞

    94. 
2

2
sinlim ln 1 .

x

x x
x arctgx→−∞

 ++ + 
 

Сравнить бесконечно малые функции при 0x → : 

95. 2 2( ) sin ( ) .,x x x x x tgxα β= ⋅ = ⋅  96. 2 2 3( ) 4 3 ( ) 5 4 .,x x x x x xα β= + = +  

97. ( ) 2 1 ( ) ln 2.,xx x xα β= − = ⋅   98. 2( ) sin ( ) 2 sin .,x x x x x xα β= ⋅ = ⋅  

Определить порядок малости функции ( )xβ  относительно ( )x xα =       

при 0x → : 

99. ( ) 1 sin 1.x x xβ = + ⋅ −    100. ( ) sin .x x tgxβ = −  

101. ( )( ) sin 2 2 .x xβ = + −   102. 3 4( ) 3sin .x x xβ = −  

Используя определение непрерывности, вычислить пределы: 

103. 
3 2

3 2
8 7 1lim sin .

2 4 3 2x

x x x
x x x

π
→∞

+ + +
+ + +   104. ( )3 2

31
lim ln .

1 22 1x

x x
xx→

− +−  
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105. 3
0

8sinlim .
x

x
x→

    106. ( )
22 12

2
2 3 5lim .
2 3 4

x

x

x x
x x

−

→∞

+ +
+ −  

107. 
3

3
3

2 1lim .
x

x x

x
e

+
+ +

→∞
    108. 

1

0
limcos(1 ) .x

x
x

→
+  

109. ( )2

2
2 1lim .
4 2

x

x

x x
x x→∞

− +
− +    110. ( )

2 12

2
2 1lim .

5

x

x

x x
x x

+

→−∞

+ +
− −  

Используя таблицу эквивалентных бесконечно малых, вычислить пре-

делы: 

111. 
2

20

coslim .
x

x

e x
x→

−     112. 
5 5 8

50

32lim .
1xx

x x
e→

−
−  

113. 
0

sin5 2
lim .

arcsin3x

x tg x
x→

+
   114. 21

lnlim .
1x

x
x→ −  

115. ( )
2

0
lim cos .ctg x

x
x

→
    116. 

2

sin( 2)
lim .

4 8x

x
x→−

+
+  

117. 20

lncoslim .
x

x
x→

    118. ( )
1

sin
0

lim cos .x
x

x
→

 

119. 
sin

0

1lim .
2

x

x

e
tgx→

−     120. 
2

0

1lim .
arcsin

tgx

x

e
x→

−  

Исследовать на непрерывность функции, найти точки разрыва, указать 

характер разрыва. 

121. 1 .
2

y arctg
x

= +     122. 2
1 .

1
y

x
= −  

123. 2
1

.xy e
−

=      124. 3 .
x

y x= −  
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ОТВЕТЫ  

1. 
2n

na
n

= + .  2. 
1( 1)

2

n

n na
+−= .  3. 17,1 ,na n= +  2

17,1nb
n

= + .  4. 0,1 0,1 ,n
na = +  

0,099 9n

n

b = …��� .  5. 3 2
2 3

+ .   6. 3 2
3 2

−
+

.   7. ( )
7

4 1 3+
.   8. ( )4

1 17
2 3

+ .   9. 0.   10. 1.  

11. 1
2

.  12. 3− .  13. 27.  14. 1.  15. 1.   16. 2.   17. 0.  18. 0.  19. 2.  20. 1
7

.  21. 0.  22. 0.  

23. –1.  24. 0.  25. 10.   26. 7.   27. 1, 4a n= = .   28. 5, 4
7

a n= = .  29. 1 .N ε=                  

30. 3logN ε= .  31. 8 4 .N ε
ε

+=    32. 2 .N ε
ε
−=    33. 3cos3.  34. 1

3 7−
.  35. ∞ .  36. 1.   

37. 145
42

− .   38. –3.   39. 2.  40. 0.   41. 1,5.  42. 1.   43. 1.   44. 1 .
16

  45. 4.  46. 0,24.  47. –5.  

48. 0,5.   49. 0,25.   50. 0,25.   55. –1.   56. 3.  57. 302 .  58. 1.   59. 1.   60. 
15

35
2 .
3

   61. 10.       

62. –0,5.   63. 1.   64. 2.  65. 0.  66. 10!.  67. 2.  68. 0,5.  69. 0.  70. 3.
7

  71. 1 .
16

  72. 0,25.   

73. 1.
6

  74. 0,5.   75. –1.   76. 1.   77. 0,25.   78. 0,18.   79. 2.e   80. .e   81. 1.   82. 4,5e .       

83. 4.e   84. 8.e   85. 2.e   86. .e    87. 2.   88. –2.   89. 0.   90. 1.   91. 2.  92. 0.  93. 0.  94. ln 2.   

95. α  более высокого порядка, чем β .    96. α  и β  одного порядка.    97. .α β∼          

98. α  более высокого порядка, чем β .  99. 2-й.  100. 3-й.  101. 1-й.   102. 3-й.  103. 1.  

104. 1ln .
4

   105. 2.   106. 9.e    107. .e   108. cos .e   109. 2.e    110. 0.   111. 1,5.  112. 0,4.   

113. 7.
3

    114. –0,5.   115. 1 .
e

  116. 0,25.  117. –0,5.   118. 1.   119. 0,5.   120. 2.  

 

 


