
Г л а в а  2 

МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

2.1. Матрицы и операции над ними 
Матрицей размера  называется прямоугольная таблица  m n×

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

K K K K

K

, 

состоящая из чисел  и содержащая т строк и n столбцов. Числа 
 называются элементами матрицы; первый индекс в обозначении 

элемента указывает номер строки, а второй – номер столбца.  
Используется также краткое обозначение матрицы: 

ija

ija

( )ijA a= . 
Матрица, получаемая из матрицы A заменой строк на столбцы 

(с сохранением их порядка), называется транспонированной к A и 
обозначается TA . 

Матрица A размера  называется квадратной, а число n – ее 
порядком. Набор элементов   …,  квадратной матрицы A 
порядка n называется главной диагональю (другая диагональ назы-
вается побочной), а сумма диагональных элементов – следом мат-
рицы и обозначается tr (A).  

n n×
11,a 22 ,a nna

Квадратная матрица D, у которой все элементы вне главной 
диагонали равны нулю, т.е. матрица вида 

11

22

0 0
0 0

0 0 0 nn

a
a

D

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

L

M M O M
, 

называется диагональной. Частным случаем диагональной матрицы 
является матрица 
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1 0 0
0 1 0

0 0 0 1

E

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

L

M M O M
, 

называемая единичной.  
Квадратная матрица, для которой все элементы, стоящие под 

(над) главной диагональю, равны нулю, называется верхней тре-
угольной (нижней треугольной).  

Квадратная матрица A называется симметрической, если 
TA A= , и кососимметрической, если TA A= − . 
Суммой матриц ( ij )A a=  и ( )ijB b=  одного размера называется 

матрица A B+  того же размера, определяемая равенством 
( ij ij )A B a b+ = + . Произведением матрицы ( )ijA a=  на число λ  на-

зывается матрица ( )ijA aλ λ= . 
Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нуле-

вой матрицей (для обозначения нулевой матрицы часто использу-
ется символ 0). Матрица ( )1A A− = −  называется противоположной 
матрице А. 

Операции сложения матриц и умножение их на произвольные 
числа обладают следующими свойствами: 

1) A B B A+ = + ; 2) ( ) ( )A B C A B C+ + = + + ; 

3)  0A A+ = ; 4) ( ) 0A A+ − = ; 

5) ( )A B A Bα α α+ = + ; 6) ( ) A A Aα β α β+ = + ; 
7) ( ) ( )A Aα β αβ= ; 8) 1 A A⋅ = , 

где А, В и С – произвольные матрицы одного размера, 0 – нулевая 
матрица того же размера, α, β – произвольные числа. 

Произведением матрицы ( )ijA a=  размера m n×  на матрицу 

( )jkB b=  размера  называется матрица n s× ( ik )AB c=  размера 
, элементы которой находятся по формуле m s×

1 1 2 2 ...ik i k i k in nkc a b a b a b= + + + , 

где , . 1, 2, ...,i m= 1, 2, ...,k s=
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В общем случае AB BA≠ . Если AB BA=  ( AB BA= − ), то гово-
рят, что матрицы A и В коммутируют (антикоммутируют).  
Укажем некоторые свойства операции умножения матриц: 

1) ( ) ( )AB C A BC= ; 

2) ( )A B C AB AC+ = + ; 

3) ( )A B C AC BC+ = + ; 

4) ( ) ( ) ( )AB A B A Bα α α= = .  

Кроме того, транспонирование матриц обладает следующими 
свойствами: 

1) ( )T T TA B A B+ = + ; 3) ( )T TA Aλ λ⋅ = ⋅ ; 

2) ( )T T TA B A B− = − ; 4) ( )T T TAB B A= . 

Примеры 

1. Найти TA , если:  

а) , б) ; в) ( )1 0 3A =
1 0 6
2 2 0

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Р е ш е н и е .   

а) ; б) ; в) 
1
0
3

TA
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
0 2
6 0

TA
⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

1 4 7
2 5 8
3 6 9

TA
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

2. Найти след tr( )A  матрицы 

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Р е ш е н и е .   
Имеем tr( ) 1 5 9 15A = + + = . 
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3. Даны матрицы  

3 1 1
1 2 0

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     . 
3 4
1 2
1 0

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Найти матрицу . 5 3 TC A B= +
Р е ш е н и е .  

15 5 5 9 3 3 24 8 8
5 3

5 10 0 12 6 0 17 16 0
TC A B

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

− ⎞
⎟
⎠
. 

4. Найти произведения матриц AB и BA для данных матриц: 

а) , ;  ( )1 2A = −
3
4

B ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

б) 
1 1
1 3

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, . 
2 0 3
5 1 4

B ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

Р е ш е н и е .  

а) , ( ) ( )( ) ( )
3

1 2 1 3 2 4 5
4

AB ⎛ ⎞
= − = ⋅ + − ⋅ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ( )
( )

3 1 3 23 3
1 2

4 1 4 24 4
BA

⋅ ⋅ − 6
8

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

б)  
1 1 2 0 3
1 3 5 1 4

AB ⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

=
( )
( )

1 2 1 5 1 0 1 1 1 3 1 4
1 2 3 5 1 0 3 1 1 3 3 4
⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎛ ⎞

=⎜ ⎟⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅⎝ ⎠

3 1 7
17 3 9
−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, 

произведение ВА не существует, так как число столбцов матрицы В 
не равно числу строк матрицы А. 

5. Найти матрицу . 
91 1

0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Р е ш е н и е .   

Положим  и вычислим 
1 1
0 1

A ⎛
= ⎜ −⎝ ⎠

⎞
⎟

2A : 
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2 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1

A ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

Поскольку 2A E=  – единичная матрица, то 

( )49 2 4A A A E A= ⋅ = ⋅ = A , 

значит 
91 1

0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 = . 
1 1
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

6. Предприятие выпускает три вида продукции в количествах 
10, 50 и 20 единиц в день, используя при изготовлении два вида сы-
рья. Расходы сырья (в кг на единицу продукции) характеризуются 
матрицей 

( ) 2 1 3
3 4 2ijA a ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Элемент  указывает затраты сырья i-го вида на изготовление 
единицы продукции j-го вида 

ija
( )1, 2;  1, 2, 3i j= = . Сколько сырья 

каждого вида расходуется ежедневно? 
Р е ш е н и е .   
Представим ежедневный выпуск продукции и ежедневные за-

траты сырья соответственно столбцами  

10
50
20

c
⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r ⎟
⎟     и    1

2

s
S

s
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
, 

где через is  обозначен расход сырья i-го вида. Тогда 

10
2 1 3 130

50
3 4 2 270

20
S Ac

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r ⎞
⎟
⎠

, 

т.е. искомые затраты сырья составляют: 130 кг сырья 1-го вида и 
270 кг сырья 2-го вида. 
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4BУпражнения 
2.1. Найдите матрицу TA  для следующих матриц:  

а) ; б) 
0 0 1
0 2 0
3 0 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

7
3
1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; в) . 
3 5 1
2 7 4

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2.2. Найдите след матрицы tr( )A :  

а) 
1 5 2
2 2 6
4 8 3

A
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

; б) .  
0 0 3
0 5 0
2 0 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.3. По данным матрицам A и  найдите матрицу C : B

а) , 
1 2
3 1

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3
5 2

B
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 3 2C A B= + .  

б) 
3 2 2
0 1 4

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, 

2 5 1
1 0 2

B
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3C A B= − .  

в) , , 
1 0 1
1 2 1
1 1 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

3 2 0
3 2 0
3 2 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

7 4C A B= − .  

2.4. Пусть ijE  – матрица, содержащая единственный ненулевой 
элемент – 1ija = . Проверьте, что матричные единицы ijE  обра-
зуют базис пространства матриц размера m n× . Найдите раз-
мерность этого пространства. 

2.5. Докажите, что каждое из следующих множеств является под-
пространством в пространстве квадратных матриц порядка : n
а) множество диагональных матриц; 
б) множество симметрических матриц; 
в) множество кососимметрических матриц; 
г) множество верхних треугольных матриц. 
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2.6. Вычислите произведения матриц AB  и ,  если: BA

а) , ; б) ( )1 1 1A = −
2
3
2

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
2 1
3 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ; 
2 3
1 2

B ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

в) , ; 
1 1 2
1 0 3

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 1
3 2
1 0

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

г) , 
1 1 2
3 0 1
1 2 3

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )2 1 1B = . 

2.7. Вычислите T TA A A A⋅ − ⋅ , где 
1 3 3
4 4 3

1 2 1
A

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.  

2.8. Решите систему матричных уравнений 
3 2

4
8 22

3 2
3

6 17

X Y

X Y

−⎧ ⎛ ⎞
− =⎪ ⎜ ⎟− −⎪ ⎝

⎨
−⎛ ⎞⎪ − = ⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎩

⎠

7

⎞
⎟
⎠

. 

2.9. Используя тождество , вычислите ( )71 1S AS S A S− −=
7

1 1 0 2 1
1 2 0 1 1

x
y

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜−⎝ ⎠⎝ ⎠⎝⎝ ⎠

. 

2.10. Предприятие выпускает четыре вида продукции в количестве 
40, 100, 50 и 120 единиц в день, используя при изготовлении 
три вида сырья. Расходы сырья (в кг на единицу продукции) 
характеризуются матрицей 

( )
2 5 3 1
4 1 5 3
1 2 4 4

ijA a
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
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в которой элемент  равен затратам сырья i-го вида на  
изготовление единицы продукции j-го вида 

. Сколько сырья каждого вида расходу-
ется ежедневно? 

ija

( 1, 2, 3;  1, 2, 3, 4i j= = )

2.11. Предприятие выпускает три вида продукции в количестве 30, 
20 и 40 единиц в день, используя при изготовлении два вида 
сырья. Расходы сырья (в килограммах на единицу продукции) 
характеризуются матрицей 

( ) 4 2 3
3 1 5ijA a ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

в которой элемент  равен затратам сырья i-го вида на изго-
товление единицы продукции j-го вида 

ija
( )1, 2;  1, 2, 3i j= = . 

Известна также стоимость каждого вида сырья (в расчете на 
килограмм сырья в рублях): (10 ; 20)p = . Найдите ежеднев-
ные затраты на приобретения сырья. 

2.12. Пусть A – квадратная матрица, E – единичная матрица того же 
порядка. Вычислите произведения AE  и EA .  

2.13. Найдите степени матриц: 

а) ; б) 
31 2

3 4
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

54 1
5 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

;  

в) 
4cos sin

sin cos
α α
α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; г) 

8
3 1

2 2
1 3
2 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

2.14. Пусть матрицы A и  коммутируют с матрицей  Верно ли, 
что каждая из следующих матриц 

B .C
AB , A B+ , ABA , AB BA−  

также коммутирует с матрицей C ?  
2.15. Докажите, что произведение ортогональных матриц является 

ортогональной матрицей. Является ли сумма ортогональных 
матриц ортогональной матрицей? Останется ли матрица орто-
гональной, если ее умножить на число?  
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0B2.2. Матрицы и системы линейных уравнений 
Для системы m линейных уравнений с n неизвестными 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
,

. . . . . . . . .
,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

K

K

K m

 (2.1) 

введем матрицы 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

K K K K

K

, 

1

2

n

x
x

X

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K
, . 

1

2

n

b
b

B

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

Тогда систему (2.1) можно записать в матричной форме: 
AX B= , (2.2) 

где A − матрица системы, X  – столбец неизвестных,  – столбец 
свободных членов. 

B

Рангом матрицы A (обозначается rk( )A ) называется ранг сис-
темы векторов, образуемых строками (или столбцами) матрицы. 
Ранг матрицы не меняется при элементарных преобразованиях 
строк (столбцов). 

Множество решений однородной системы линейных уравне-
ний 0AX =  с  неизвестными является подпространством в . 
Базис линейного пространства решений однородной системы ли-
нейных уравнений 

n nR

0AX =  называется фундаментальным набором 
решений этой системы. Каждый фундаментальный набор решений 
состоит из (n ) линейно независимых решений этой системы: 

, где 
r−

1, ..., n rX X − rk( )r A=  − ранг матрицы A. Общее решение систе-
мы имеет вид 

1 1 ... n r n rX C X C X− −= + + , 
где  – произвольные постоянные.  1, ..., n rC C −

Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных алгебраи-
ческих уравнений AX B=  совместна тогда и только тогда, 
когда ранг матрицы системы А равен рангу расширенной 
матрицы ( | )A B . 
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Множество векторов { }a U a x x U+ = + ∈
r r r r  для данного вектора 

 и подпространства U  в  называется сдвинутым подпростран-
ством. Например, множество решений неоднородной системы ли-
нейных уравнений 

ar Rn

AX = B  является сдвинутым подпространством 
, где  – частное решение неоднородной системы,  – 

пространство решений однородной системы 
0X U+ 0X U

0AX = . Заметим, что 
сдвинутое подпространство a U+r , вообще говоря, не является под-
пространством (сумма векторов из a U+r  содержится в этом множе-
стве только, если a U∈r .) 

5BПримеры 
1. Найти ранг матрицы 

1 3 2 2
3 10 2 1
7 24 2 1
4 13 4 3

A

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ − −
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

⎟

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. 

Р е ш е н и е .   
Ранг матрицы не меняется при элементарных преобразованиях. 

Приведем матрицу A к ступенчатому виду методом Гаусса: 

1 3 2 2 1 0 10 17
0 1 4 5 0 1 4 5

 
0 3 12 15 0 0 0 0
0 1 4 5 0 0 0 0

− − − − −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− − − −⎜ ⎟ ⎜→
⎜ − ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝

. 

В результате получили матрицу с двумя линейно независимы-
ми строками. Значит, ранг исходной матрицы A равен двум. 

2. Найти фундаментальный набор решений однородной сис-
темы  

1 2 3 4

1 2 3 4

 2  3  = 0, 
2    3  2 =0.
x x x x

x x x x
+ − +⎧

⎨ + − +⎩
 

Р е ш е н и е .  
Запишем основную матрицу этой системы и с помощью эле-

ментарных преобразований строк выделим в ней максимальное 
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число линейно независимых столбцов, содержащих в одной строке 
единицу и нули в остальных строках: 

1 2 3 1 1 2 3 1
 

2 1 3 2 0 3 3 0
− −⎛ ⎞ ⎛

→ →⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

1 2 3 1 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0

− −⎛ ⎞ ⎛
→ →⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

x x x= − 2 3x x=

)

 

Выразим базисные неизвестные  через свободные: 
, . Запишем общее решение системы 

1 2,x x
1 3 4

( )3 4 3 3 4; ; ;x x x x x− . 

Полагая последовательно одну из свободных переменных рав-
ной 1, а остальные свободные переменные равными 0, найдем фун-
даментальный набор решений: 

( ) (1 21;1;1; 0 , 1; 0; 0;1X X= = − . 

3. Пусть векторы , ( )1 1;1; 0;1a =
r ( )2 1;1;1; 0a =

r  образуют базис 
подпространства  в пространстве . Найти систему линейных 
уравнений, задающую подпространство U . 

U 4R

Р е ш е н и е .   
Запишем систему линейных уравнений, задающую пространст-

во U  :⊥

1 2 4

1 2 3

         = 0, 
         = 0.

x x x
x x x

+ +⎧
⎨ + +⎩

 

Решим эту систему, заметив, что в качестве свободных неиз-
вестных удобно взять , общее решение имеет вид 1 2,x x

( )1 2 1 2 1 2; ; ;x x x x x x− − − − . 

Найдем фундаментальный набор решений, последовательно 
подставляя значения свободных неизвестных  и 

: 
1 21, 0x x= =

1 20, 1x x= =
( )1 1; 0; 1; 1 ,X = − −  . ( )2 0;1; 1; 1X = − −

Следовательно, пространство U  задается системой уравнений 
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1 3 4

2 3 4

= 0, 
= 0.

x x x
x x x
− −⎧

⎨ − −⎩
 

6BУпражнения 
2.16. Запишите систему линейных уравнений в матричной форме: 

а)   1 2 3

1 2 3

2 4
3 5

x x x
x x x

+ + =⎧
⎨ − + =⎩

,
;

−

5,
3,
4.

⎛ ⎞
⎜ ⎟

б)  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

2 2
3 3
2 3

x x x x
x x x x
x x x

+ − − =⎧
⎪ − + − =⎨
⎪− + − =⎩

2.17. Перейдите от матричной формы записи системы линейных 
уравнений к развернутой: 

а) 
1

2

3

1 3 2 1
3 2 5 1

x
x
x

⎛ ⎞
− −⎛ ⎞⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎝ ⎠

;  

б) 

1

2

3

4

0 1 3 4 1
1 5 0 2 2
2 3 1 0 4

x
x
x
x

⎛ ⎞
− −⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟− − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

2.18. Найдите ранг матрицы: 

а) ; б) 
2 1 3 2 4
4 2 5 1 7
2 1 1 8 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 3 5 1
2 1 3 4
5 1 1 7
7 7 9 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
; 
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в) ; г) 

3 1 3 2 5
5 3 2 3 4
1 3 5 0 7
7 5 1 4 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ − − −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎟
⎟

4 3 5 2 3
8 6 7 4 2
4 3 8 2 7
4 3 1 2 5
8 6 1 4 6

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 
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2.19. Найдите ранг матрицы в зависимости от значений параметра 
λ: 

а) ; б) 

1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

λ
λ

λ
λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1
⎟

1 2 1 1
5 1 2 1
4 1 0
3 4

λ
λ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

2.20. а) Как изменится ранг матрицы, если к ней приписать еще 
одну строку? 

 б) Докажите, что вычеркивание одной строки не меняет ранга 
тогда и только тогда, когда вычеркнутая строка является 
линейной комбинацией остальных строк. 

2.21. Докажите, что:  
 а) ранг матрицы не меняется при элементарных преобразова-

ниях строк;  
 б) с помощью элементарных преобразований строк и столб-

цов любую матрицу ранга r можно привести к виду 
  0

0    0
rE⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где – единичная матрица порядка r. rE

2.22. Докажите, что множество решений однородной системы ли-
нейных уравнений 0AX =  с n неизвестными является подпро-
странством в Rn. 

2.23. Найдите общее решение однородной системы линейных урав-
нений: 

а)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 9
10 3 23 0,
7 2 16

x x x
x x x
x x x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

0,

0;

0,
0,
0;

б)  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4
3 5 7
4 5 6

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − − =⎩
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в)  г)  

1 3

2 4

1 3 5

2 4 6

3 5

4 6

  =0,  
  = 0, 

 +   = 0,
 +    = 0,
 +  = 0, 
+  = 0;

x x
x x
x x x
x x x
x x
x x

−⎧
⎪ −⎪
⎪− −
⎨− −⎪
⎪−
⎪
−⎩

1 3 5

2 4 6

1 2 5 6

2 3 6

1 4 5

  +  = 0, 
  +  = 0, 

 +  = 0, 
 +  = 0, 
  +  = 0.

x x x
x x x
x x x x
x x x
x x x

−⎧
⎪ −⎪⎪ − −⎨
⎪ −
⎪

−⎪⎩

2.24. Найдите фундаментальный набор решений однородной  
системы линейных уравнений: 

а) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

 + 2  + 4  3  = 0, 
3  + 5  + 6  4  = 0, 
4  + 5 2  + 3  = 0, 
3  + 8  + 24  19  = 0;

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

−⎧
⎪ −⎪
⎨ −⎪
⎪ −⎩

 

б)  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2  4  + 5  + 3 = 0, 
3  6  + 4  + 2  = 0, 
4  8  + 17  + 11  = 0, 
5 10  + 9  + 5  = 0;

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

−⎧
⎪ −⎪
⎨ −⎪
⎪ −⎩

в)  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 5 2 7 0,
6 4 7 4 5 0,
3 2 2 11 0,
6 4 4 13 0;

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ + − + − =⎪
⎪ + + + − =⎩

 
 
 

 
 

г)  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 2 3 4 9 0,  
3 2 6 3 0,
6 2 5 20 3 0,
9 3 4 2 15 0.

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

− + + + =⎧
⎪ − + + + =⎪
⎨ − + + + =⎪
⎪ − + + + =⎩

2.25. Докажите критерий совместности: система линейных уравне-
ний AX B=  совместна тогда и только тогда, когда 

( )rk( ) rk |A A B= . 
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1B2.3. Определители 
Каждой квадратной матрице A может быть поставлено в соот-

ветствие число A , называемое ее определителем (определитель на-
зывают также детерминантом и обозначают через det A ). Если мат-
рица A имеет порядок , то говорят, что n A  – определитель n-го по-
рядка. 

Определитель второго порядка вычисляется по формуле 
11 12

11 22 12 21
21 22

a a
a a a a

a a
= − , (2.3) 

а определитель третьего порядка – по формуле 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

=  

     (2.4) 11 22 33 13 21 32 12 23 31 13 22 31 23 32 11 33 12 21a a a a a a a a a a a a a a a a a a= + + − − −

Можно также говорить и об определителях первого порядка, 
если положить ( )det a a= . 

Определитель (n – 1)-го порядка, полученный вычеркиванием 
строки i и столбца j из определителя n-го порядка A , называют ми-
нором элемента  и обозначают ija ijM . Алгебраическим дополнением 

элемента  называют величину ija ( )1 i j
ij ijA M+= − . 

Для определителя порядка n справедливы формулы Лапласа 
разложения по строке i: 

1 1 2 2i i i i in inA a A a A a A= + + +K  (2.5) 
и столбцу j: 

1 1 2 2j j j j nj njA a A a A a A= + + +K . (2.6) 

7BUСвойства определителей 
1. Общий множитель элементов любой строки можно вынести 

за знак определителя. 
2. Если все элементы строки i определителя Δ  представлены в 

виде суммы двух слагаемых, то определитель Δ  равен сумме двух 
определителей 1Δ  и  в которых строка i состоит соответственно 2 ,Δ
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из первых или вторых слагаемых, а все остальные строки – те же, 
что и в определителе . Δ

3. При перестановке любых двух строк определитель меняет 
знак на противоположный. 

4. Величина определителя не изменится, если к одной из строк 
прибавить любую другую, умноженную на некоторое число. 

5. Определитель, содержащий нулевую строку, равен нулю. 
6. Определитель матрицы A равен нулю тогда и только тогда, 

когда ее строки линейно зависимы. 
7. Определитель произведения двух квадратных матриц оди-

накового размера равен произведению их определителей: 
AB A B= ⋅ . 

8. При транспонировании матрицы определитель не меняется: 
ТA A=  для любой квадратной матрицы А. 
Из свойства 8 следует, что перечисленные выше свойства оп-

ределителей сохраняются, если в формулировках слово «строка» 
заменить словом «столбец». 

8BПримеры 
1. Вычислить определитель 

1 1 5
3 4 2
2 3 6

−
Δ = −

−
. 

Р е ш е н и е .   
Решим задачу разными способами. 
а) По формуле (2.4) имеем 

1 4 6 ( 1) ( 2) 2 3 ( 3) 5 5 4 2Δ = ⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −  

( 1) 3 6 1 ( 2) ( 3) 45− − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − = − . 
б) Разложим определитель по 3-му столбцу: 

( ) ( ) ( )1 3 2 3 3 33 4 1 1 1 1
5 1 2 1 6 1

2 3 2 3 3 4
+ + +− −

Δ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =
− −

 

( ) ( ) ( )5 9 8 2 3 2 6 4 3 4= ⋅ − − + − + + + = − 5. 
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в) Преобразуем определитель (не меняя его величины) так, 
чтобы в 1-м столбце остался лишь один ненулевой элемент, и раз-
ложим определитель по этому столбцу: 

1 1 5
3 4 2
2 3 6

−
Δ = − =

−
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

      1     1               5
3 1 3      4 1 3      2 5 3

2 1 2     3 1 2     6 5 2

−

+ ⋅ − − ⋅ − − + ⋅ − =

+ ⋅ − − − ⋅ − + ⋅ −

 

1 1 5
0 7 17
0 1 4

−
= − = ( )

− −

1 1 7 17
1 1 28 17 45

1 4
+ −

⋅ − ⋅ = − − = −
− −

. 

2. Вычислить определитель с помощью элементарных преоб-
разований 

1 2 1 2
3 4 5 6
7 5 8 4
2 2 3 3

Δ = . 

Р е ш е н и е .  
Заметим, что из свойств определителей 1, 3 и 4 следует, что, 

во-первых, с помощью перестановки строк можно добиться того, 
что разрешающим элементом всегда будет . Во-вторых, деля все 
элементы первой строки на , можно сделать так, чтобы разре-
шающий элемент стал равным 1. Наконец, в-третьих, можно пере-
считать элементы определителя по правилу прямоугольника. Раз-
ложение определителя по первому столбцу можно с помощью этих 
преобразований свести к вычислению определителя меньшего по-
рядка.  

11a
11a

В нашем примере выберем в качестве разрешающего элемента 
a11 = 1. Выполним один шаг полного исключения (при этом опреде-
литель не изменится): 

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 0

3 4 5 6 0 2 2 0
9 1 10

7 5 8 4 0 9 1 10
2 1 1

2 2 3 3 0 2 1 1

−
−

Δ = = = − −
− −

− −
− −

. 
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Вынесем ( )2−  из элементов первой строки, получим 

1 1 0 1 1 0
8 10

2 9 1 10 2 0 8 10 2 4
1 1

2 1 1 0 1 1

− −
− −

Δ = − − − = − − − = − ⋅ =
− −

− − − −
. 

3. Найти определитель матрицы X, если выполнено следую-
щее матричное равенство: 

3 5 5 0 5 3
1 2 2 5 5 5
2 5 4 0 1 1

X
− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− − = −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜

− ⎞
⎟
⎟
⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Р е ш е н и е .  
Данное матричное уравнение можно записать в виде AX = B, 

где  

3 5 5
1 2 2
2 5 4

A
− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 
0 5 3
5 5 5
0 1 1

B
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Поскольку A X AX B= = , имеем 
B

X
A

= . Находим опреде-

лители матриц A и B: 

3 5 5 3 5 5 0 11 11
11 11

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1
1 0

2 5 4 2 5 4 0 1 0
A

− − − − −
−

= − − = − − = − − = =
− −

1, 

0 5 3
5 3

5 5 5 5 4
1 1

0 1 1
B

−
−

= − = − =
− −

− −
0 . 

Поэтому 40
11

X = . 
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4. Найти определитель матрицы 
2 3 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 3 3 1
0 0 1 1 3
0 0 3 1 3

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ −
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟

− ⎟

− −⎝ ⎠

. 

Р е ш е н и е .   
Матрица A имеет блочно-диагональный вид 

0
0
B

A
C

⎛
= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ,  где ,    

2 3
1 1

B ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 3 1
1 1 3
3 1 3

C
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Нетрудно показать, что в этом случае справедлива следующая 
формула:  A B C= . 

Вычислим определители матриц B и C: 
2 3 1B = − = − ; 

3 3 1 0 0 8
0 8

1 1 3 1 1 3 1
2 6

3 1 3 2 0 6
C

− −
= − = − = =

− −
− − − −

6 . 

Таким образом, 1 16 16A = − ⋅ = − . 

5. Вычислить определитель матрицы 

3
2 5
A A

M
A A

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

,  где 
2 2 1
0 2 1
0 0 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Р е ш е н и е .  
Используя элементарные преобразования, приведем матрицу M 

к блочно-диагональному виду и воспользуемся формулой из пре-
дыдущей задачи: 

3 3
2 5 0 0
A A A A A 0
A A A A

− − − − −
= =

− −
. 

На первом шаге мы прибавили ко второй строке удвоенную 
первую, на втором – к первой утроенную вторую. Теперь нужно 
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правильно вынести знак «минус». Поскольку матрица A имеет по-
рядок 3, то знак «минус» нужно вынести из каждой строки, что дает 

 (в случае, если бы порядок матрицы A был бы равен 2, то 

мы должны были вынести ). Таким образом, 

( )31− = −1

1( )21− =
2 24 1M A= − = − = − 6. 

6. Пусть определитель n-го порядка имеет следующий вид: 
1 4 0 0
5 1 4 0
0 5 1 4 0

0 0 5 1 4
0 0 5 1

n

−
− −

− −
Δ =

− −
− −

K K

K K

K

K K K K K K

K

K K

. 

Найти . 5Δ
Р е ш е н и е .  
Разумеется, можно выписать определитель пятого порядка и 

попытаться вычислить его непосредственно. Выведем общую фор-
мулу. Разложим данный определитель nΔ  по последней строке: 

1 4 0 0
5 1 4 0

0 5 1 4 0

0 0 5 1 4
0 0 5 1

n

−
− −

− −
Δ = =

− −
− −

K K

K K

K

K K K K K K

K

K K

 

( ) 1 2

1 4 0 0
5 1 4 0

5 1 50 5 1 0

0 0 5 4

n n 14 n− − −

−
− −

= + − Δ = ⋅− −

−

K

K

K

K K K K K

K

Δ − Δ

n

 

Таким образом, мы получили уравнение, связывающее  для 
последовательных значений n:  

nΔ

2 120n n− −Δ = Δ − Δ . 
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Такие уравнения называются разностными. Мы не будем вда-
ваться в подробности нахождения общего решения такого уравне-
ния. Заметим лишь, что если мы знаем числовые значения для двух 
последовательных значений индекса n, то из уравнения мы можем 
найти все последующие значения. 

Легко видеть, что  
1 21, 21Δ = − Δ = , 

поэтому 
3 2 120 20 21 41Δ = Δ − Δ = − − = , 

4 2 320 420 41 461Δ = Δ − Δ = + = , 

5 3 420 820 461 1281Δ = Δ − Δ = − − = − . 

9BУпражнения 
2.26. Вычислите определитель: 

а) 
1 1 1
1 0 1
1 1 0−

; б) 
3 3 5
2 0 1
3 1 2

− −
−
−

; в) 
5 1
5 1
5 1

− −
−

1
1
1

. 

2.27. Докажите, что если числа  образуют арифметиче-
скую прогрессию, то составленный из них определитель 

1 2 9, , ...,a a a

1 2 3

4 5

7 8

a a a
a a a
a a a

6

9

 

равен нулю. Верно ли аналогичное утверждение для чисел, 
образующих геометрическую прогрессию?  

2.28. Вычислите определитель, разложив его по строке или 
столбцу: 

а) 

2 1 3 4

4 2 5
3 1 7

a b c d
− −1

1

; б) 

5 2
4 4
2 3
4 5

a
b
c
d

1
3
2
4

−
−
−
−

. 
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2.29. Вычислите определитель, разложив его по первой строке: 
0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0

a b
a b

a b
a b

b a

0
. 

2.30. Разложите определитель 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a x a a
a a x a
a a a

+
+

+ x
 

по степеням x.  

2.31. Найдите сумму алгебраических дополнений всех элементов 
определителя: 

а) 
0 0

0 0
0 0

a
b

c
; б) 0

0 0

a a a
a a

a
;  

в) 

2 2 2 2
0 2 2 2
0 0 2 2
0 0 0 2

; г) 

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

.  

2.32. Используя свойства определителей, докажите что 

11 11 12 21 11 12 12 2211 12 11 12

21 22 21 22 21 11 22 21 21 12 22 22

a b a b a b a ba a b b
a a b b a b a b a b a b

+ +
⋅ =

+ +
. 

2.33. Найдите определитель матрицы X, если выполнено следую-
щее матричное равенство: 

а) ; 
1 1 2 3 2 5
2 4 2 2 3 1
4 1 4 2 1 11

X
⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠
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б) . 
6 3 3 1 2 31
3 4 2 5 1 29
3 2 4 3 1 10

X
− −⎛ ⎞ ⎛

⎜ ⎟ ⎜− =⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

( 1)/2n n−

2.34. Докажите, что если в определителе все элементы, стоящие под 
(над) главной диагональю, равны нулю, то определитель равен 
произведению диагональных элементов. 

2.35. Докажите, что если в определителе n-го порядка все элемен-
ты, стоящие под (над) побочной диагональю, равны нулю, то 
определитель равен произведению диагональных элементов, 
умноженному на ( 1 . )−

2.36. Числа 204, 527 и 255 делятся на 17. Можно ли утверждать, что 
число, равное значению определителя 
2    0    4
5    2    7
2    5    5

, 

делится на 17? 

2.37. Вычислите  определитель с постоянной суммой чисел в 
строке: 

а) 

1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1

; б) 

5 3 3 3
3 5 3 3
3 3 5 3
3 3 3 5

; в) 

3 9 16 25
4 8 16 25
4 9 15 25
4 9 16 24

. 

2.38. Вычислите определитель с помощью элементарных преобра-
зований: 

а) 

0 01 1
01 1 1

0 1 1 1
0 0 1 1

; б) 

2 3 1
1 0 1 2
1 2 1 1
2 3 1 2

1− −
−
−
−

; в) 

32 1
4 1 1 4
0 5 2 1
2 2 2

−
− −

2

1

.  
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2.39. Найдите определитель блочной матрицы A: 

а) ; б) . 

2 1 0 0 0
1 3 0 0 0
0 0 1 1 2
0 0 3 4 5
0 0 3 1 4

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 0 2 1
0 0 0 3 2
5 5 2 0 0
1 4 2 0 0
3 3 1 0 0

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.40. Вычислите определитель матрицы  М для данной матрицы  А: 

а) 
2

2 3
A A

M
A A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, ;  
1 1 1
5 4 2
2 0 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

б) 
5

3 8
A A

M
A A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, 
2  0 1
3 1 7
3  0 1

A
− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

2B2.4. Обратная матрица 
Пусть A – квадратная матрица порядка n. Матрица 1A−  называ-

ется обратной к матрице A, если 
1 1AA A A− −= = E , 

где E – единичная матрица. Для того чтобы матрица A имела обрат-
ную матрицу, необходимо и достаточно, чтобы матрица A была не-
вырожденной, т.е. имела бы ненулевой определитель. 

Обратную матрицу можно вычислить, используя формулу 

( )1 *1 T
A A

A
− = , (2.7) 

где T – означает транспонирование, а A* – так называемая присое-
диненная матрица, т.е. матрица, составленная из алгебраических 
дополнений элементов матрицы A: 

11 12 1

21 22 2*

1 2

n

n

n n nn

A A A
A A A

A

A A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

M M O M

K

. 
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Рассмотрим случай n = 2. Пусть 
a b

A
c d

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  | | 0A ≠ . 

Тогда 

1 1 d b
A

c aA
− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

. (2.8) 

Кроме данного метода используют также метод нахождения 
обратной матрицы с помощью элементарных преобразований. К 
матрице A приписывают справа единичную матрицу того же поряд-
ка, что и матрица  A: 

( )|A E . 

Выполняя элементарные преобразования над строками этой 
расширенной матрицы, добиваются того, чтобы на месте, ранее за-
нимаемом матрицей A, получилась единичная матрица E. Тогда в 
правой половине расширенной матрицы получится обратная мат-
рица  A−1. 

Для системы линейных уравнений A x b=
rr  с невырожденной 

матрицей A ее решение может быть записано в матричной форме: 
1x A b−=
rr , 

где xr  – столбец неизвестных, b
r

 – столбец свободных членов. 
Формулы Крамера. Пусть дана система n линейных уравнений 

с n неизвестными A x b=
rr . Если 0A ≠ , то единственное решение 

этой системы находится по формулам 
1

1

A
x

A
= , 2

2

A
x

A
= , ..., n

n

A
x

A
= , (2.9) 

где iA  – матрица, полученная из матрицы A заменой i-го столбца 
столбцом свободных членов b

r
. 

З а м е ч а н и е . Если 0A = , а один из определителей 

1 2, , ..., nA A A  отличен от нуля, то система A x b=
rr

 несовместна. Если 
все определители равны нулю, но хотя бы один из коэффициентов при 
неизвестных  отличен от нуля, то система ija A x b=

r
  

неопределена. 

r
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Однородная система n линейных уравнений с n неизвестными 
 имеет ненулевые решения тогда и только тогда, когда 0A x =
rr

0A = . 

10BПримеры 
1. Найти обратную матрицу матрицы 

1 2 3
4 5 6
7 8 10

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Р е ш е н и е .   
Находим определитель: 

( ) ( )
5 6 4 6 4 5

1 2 3 1 2 2 2 3 3
8 10 7 10 7 8

A = ⋅ − ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅ − + ⋅ − = −3. 

Так как 0A ≠ , обратная матрица A−1 существует. Вычислим 
алгебраические дополнения: 

11 12 13

5 6 4 6 4 5
2, 2, 3

8 10 7 10 7 8
A A A= = = − = = = − , 

21 22 23

2 3 1 3 1 2
4, 11, 6

8 10 7 10 7 8
A A A= − = = = − = − = , 

31 32 33

2 3 1 3 1 2
3, 6, 3

5 6 4 6 4 5
A A A= = − = − = = = − . 

Находим присоединенную матрицу: 

*

2 2 3
4 11 6
3 6 3

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 
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Получаем обратную матрицу: 

1

2 4 1
3 32 2 3

1 24 11 6 2
3 3

3 6 3 1 2 1

T

A−

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
−⎛ ⎞ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

11
3

− . 

2. Найдите обратную матрицу для матрицы из предыдущего 
примера методом элементарных преобразований. 

Р е ш е н и е .  
Припишем к матрице A справа единичную матрицу 

1 2 3 1 0 0
4 5 6 0 1 0
7 8 10 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Выполняя элементарные преобразования (на первом шаге мы вы-
брали в качестве разрешающего элемент a11 = 1, на втором – эле-
мент a22 = –3, на третьем – элемент a33 = 1), находим: 

5 21 0 1 0
3 31 2 3 1 0 0
4 10 3 6 4 1 0  0 1 2 0
3 3

0 6 11 7 0 1 0 0 1 1 2 1

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

→  

2 41 0 0 1
3 3
2 110 1 0 2
3 3

0 0 1 1 2 1

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− . 

Нетрудно убедиться, что в правой части последней матрицы 
стоит обратная матрица A−1. 
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3. Решить с помощью обратной матрицы систему линейных 
уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1
4 5 6 2,
7 8 10 3.

x x x
x x x
x x x

+ + = −⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

,
 

Р е ш е н и е .  
Поскольку матрица системы совпадает с матрицей A из приме-

ров 1 и 2, можно использовать полученную обратную матрицу. По-
ложим 

1

2

3

x
x x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r , 
1
2
3

b
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
 

и получим по формуле 1x A b−=
rr : 

2 4 1
3 3 1 1
2 11 2 2 2
3 3

3 21 2 1

x

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
−⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟= − − =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟
⎟
⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝−⎜ ⎟

⎝ ⎠

r

⎠

. 

Таким образом, x1 = 1, x2 = 2, x3 = −2. 

4. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 

3 4 107,
4 3 94,

4 3 103.

x y z
x y z

x y z

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

Р е ш е н и е .  
Вычислим главный определитель системы 

3 1 4
1 4 3 12 12 12 64 1 27 56
4 3 1

Δ = = + + − − − = − . 
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Так как , система имеет единственное решение. Вычис-
лим вспомогательные определители: 

0Δ ≠

1

107 1 4
94 4 3 840

103 3 1
Δ = = − ,  2

3 107 4
1 94 3 560
4 103 1

Δ = = − , 

3

3 1 107
1 4 94 728
4 3 103

Δ = = − . 

Отсюда 
840 15
56

x −
= =

−
;   560 10

56
y −
= =

−
;   728 13

56
z −
= =

−
. 

5. Исследовать систему линейных уравнений в зависимости от 
значений параметров а и b; в случае, когда система совместна, ука-
зать решение: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,
3,

2 4

ax x x
x bx x
x bx x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩ .

 

Р е ш е н и е .  
Вычислим определители: 

( )
1 1

1 1 1 2 2 1 1
1 2 1

a
b ab b b ab b a b b
b

Δ = = + + − − − = − = − a , 

1

4 1 1
3 1 4 4 6 4 3 8 1
4 2 1

b b b b b
b

Δ = = + + − − − = − 2b , 

2

4 1
1 3 1 3 4 4 3 4 4 1
1 4 1

a
a aΔ = = + + − − − = − a , 
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3

1 4
1 3 4 3 8 6
1 2 4

a
b a b b a b
b

Δ = = + + − − =4  

( ) ( )4 2 1 2 1 2 1b a b b a b= − − = − + − . 

1) Если , т.е. если 0Δ ≠ 0b ≠  и 1a ≠ , система имеет единст-
венное решение: 

( )1
1 2

1
bx

b a
−

=
−

, 2
1x
b

= , 
( )3
2 12
1
bx

b a
−

= +
−

. 

2) Пусть . Возможны два случая: либо 0Δ = 0b = , либо . 1a =
а) Пусть 0b = . Тогда исходная система уравнений принимает 

вид 

1 2 3

1 3

1 3

4,
3,
4.

ax x x
x x
x x

+ + =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

 

В этом случае система несовместна. 
б) Пусть 1a = . Запишем систему в этом случае так: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,
3,

2 4

x x x
x b x x
x b x x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩ .

2

 

Из первого уравнения 1 3 4x x x+ = − . Подставим во второе и 
третье уравнения системы и получим 

( )
( )

1 3 2

2

2

4 ,
1 1

2 1 0.

,
x x x
b x

b x

⎧ + = −
⎪

− = −⎨
⎪ − =⎩

 

Из третьего уравнения 1
2

b = . Подставляя во второе уравнение, 

мы видим, что в этом случае система имеет бесконечное множество 
решений: 

1 3

2

2 ,
2.

x x
x
= −⎧

⎨ =⎩
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11BУпражнения 
2.41. Используя метод элементарных преобразований, найдите мат-

рицу, обратную к данной: 

а) ; б) ; в) .  
1 1 1
0 1 1
0 0 1

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

1 3 5
0 1 10
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 0
5 1 0
7 9 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.42. а) Докажите, что если обратная матрица существует, то она 
единственна.  

б) Какое из соотношений ( ) 1 1 1A B A B− − −⋅ = ⋅  или 

( ) 1 1 1A B B A− − −⋅ = ⋅  может не выполняться? 
в) Верно ли, что матричные равенства AB E=  и   

равносильны? 
BA E=

г) Существуют ли матрицы A и  такие, что B 0AB = , а 
?  BA E=

2.43. Обратима ли матрица: 

а) ; б) ? 

2 6 10 14
3 7 11 15
4 8 12 16
5 9 13 17

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2 3 4
2 3 4
2 3 4

a b a b a b
a b a b a b
a b a b a b

+ + +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

2.44. Найдите матрицы, обратные к данным: 

а) ; б) 
5  8
3   5
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos sin
sin cos

ϕ ϕ
ϕ ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

; 

в) ; г) . 
0
a c

b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

a b
c d
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.45. Используя формулу обращения, найдите обратную матрицу: 

а) ; б) ; 
1 2 3
0 1 2
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1 1
5 1 3
2 1 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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в) ; г) . 
3 2 1
2 3 1
2 1 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3
3 1 2
2 3 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.46. Решите системы линейных уравнений с помощью обратной 
матрицы: 

а)  б) 1 2

1 2

3 5 9
2 3

x x
x x
+ = −⎧

⎨ + = −⎩

,
6.

9,
8.

1 2

1 2

4 5
3 4

x x
x x
+ = −⎧

⎨ + = −⎩
 

в) 1 2

1 2

3 5 21
4 7 2
x x
x x

− + =⎧
⎨

,
9.− = −⎩

 

2.47. Решите системы линейных уравнений с помощью обратной 
матрицы: 

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2
3 2

3 5 6 7

x x x
x x x

x x x

− − =⎧
⎪

7,
,
.

+ + =⎨
⎪ − − =⎩

 б) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 9
3 1

3 5 6 1

x x x
x x x

x x x

,
3,

3.

− − = −⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − − = −⎩

 

в)  г) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 2
3 1

3 5 6 43.

x x x
x x x

x x x

− − = −⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − − = −⎩

6,
,

15,
,
.

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4
3 8
2 0

x x x
x x x
x x x

− + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ − + + =⎩

 

2.48. Изготовляют несколько изделий видов А и В. Для этого пол-
ностью используют 500 кг стали и 950 кг железа, причем на 
одно изделие А используют 10 кг стали и 40 кг железа, на од-
но изделие В – 20 кг стали и 10 кг железа. Определить, сколь-
ко изготовляют изделий A и В.  

2.49. Пользуясь формулами Крамера, решите систему линейных 
уравнений: 

а)   
3 5 2

3 4
4 4 12 7.

x y z
x y z

x y z

− + + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪− + + =⎩

11,
5,
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б) 
3 6 4
2 5
2 11 3

x y z
x y z
x y z

+ + =⎧
⎪

12,
4,

6.
+ − =⎨

⎪ − − =⎩

−

,
4,
2.

 

в) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1
2 2
4 4

x x x
x x x
x x x

+ + =⎧
⎪

−
− + =⎨

⎪
−

+ + =⎩ −
  

2.50. Известно, что вклад, находящийся в банке с начала года, воз-
растает к концу года на определенный процент (свой для каж-
дого банка). В начале года 2/9 вклада, который составляет 
900 тыс. руб., вложили в первый банк, 3/9 вклада вложили во 
второй банк и оставшуюся часть вклада – в третий банк.  
К концу года сумма этих вкладов стала равна 1080 тыс. руб.  
Если бы первоначально 3/9 вклада положили в первый банк, 
4/9 вклада – во второй банк, оставшуюся часть вклада – в тре-
тий банк, то к концу года сумма этих вкладов стала бы равна 
1060 тыс. руб. Если бы 4/9 вклада вложили в первый банк, 
2/9 вклада – во второй банк, оставшуюся часть вклада – в тре-
тий банк, то к концу года сумма этих вкладов была бы равна 
1055 тыс. рублей. Какой процент начисляет каждый банк?  

3B2.5. Преобразование координат вектора  
при замене базиса 

Пусть дано n-мерное линейное пространство V. Свяжем с дан-
ным вектором xr  и базисом ( )1 2, , , nE e e e=

r r r
K  пространства V  

n-мерный вектор-столбец ( )1 2, , , T
EX X x x x= = K n , состоящий из 

координат вектора xr  в выбранном базисе. В новом базисе 
 вектор ( )1 2, , , nE e e e′ ′ ′ ′=

r r r
K xr  имеет координаты ,  

т.е. ему соответствует некоторый другой вектор-столбец 
. Для того чтобы найти связь между векто-

рами 

1 2, , , nx x x′ ′ ′K

( 1 2, , , T
EX X x x x′′ ′ ′= = K )n′

X  и , выразим векторы базиса X ′ E′ через векторы базиса . 
Пусть матричная запись такого представления имеет вид 

E
E EP′ = . 

Невырожденная матрица P называется матрицей перехода от бази-
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са  к базису E E′. Тогда формулы преобразования координат запи-
шутся так: X PX ′= . 

Разумеется, можно записать и выражение новых координат че-
рез старые, разрешая последнее уравнение относительно EX ′ : 

. 1X P X−′ =
12BПримеры 
1. В пространстве R2 даны два базиса  и E E′, состоящие соот-

ветственно из векторов: ( ) ( )1 21; 2 , 2;1 ;e e= =
r r  ( ) (1 211;16 , 5; 7e e )′ ′= =

r r . 
Найти матрицу перехода от базиса  к базису E E′ и определить ко-
ординаты вектора ( 4;1x = − )r  в базисах  и E E′. 

Р е ш е н и е .  
Матрицу перехода P  от базиса  к базису E E′ найдем, решив 

матричное уравнение 
11 5 1 2
16 7 2 1

P⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Имеем 
11 2 11 5 1 2 11 5 7 31

2 1 16 7 2 1 16 7 2 13
P

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

Координаты вектора xr  в базисе E ′  найдем из равенства 

( ) 1
1 2

2

4
1

x
e e

x
′ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r r . 

Имеем 
1

1

2

11 5 4 7 5 4 111
16 7 1 16 11 1 253

x
x

−′ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜′ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠

⎞
⎟
⎠

. 

Наконец, найдем координаты вектора xr  в базисе , используя 
формулу 

E
:X PX ′=  

1

2

7 3 11 2
2 1 25 3

x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠ ⎠

1 2; 3e = −
r

2e

. 

2. Написать формулы, по которым базисные векторы 
,  (неизвестен) пространства строк R2 выражаются че-( )
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рез базисные векторы ( ) ( )1 24; 0 , 0; 2f f= = −
ur ur

r r
, если известно, что 

строка, имеющая в базисе  координаты 1 2,e e ( )3;1− T

2

 имеет в базисе 

1,f f
ur ur

 координаты ( )2; 3− T . 
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Р е ш е н и е .  
По условию 1 2 1 23 2e e f f− + = − 3

r r ur ur

5

,  
откуда 

 .  ( )2 11 22 3 3 2;1e f f e= − + =
r ur ur r

Поскольку стандартный базис пространства R2 имеет вид 

1
1 1,
4 2 2f f−
ur ur

, находим 

( )1 1 2 1
1 1 12; 3 2 3
4 2 2

e 2
3
2

f f f f⎛ ⎞= − = − ⋅ + ⋅ − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r ur ur ur ur
, 

( )2 1 2 1
1 1 12;15 2 15
4 2 2

e 2
15
2

f f f f⎛ ⎞= = ⋅ + ⋅ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r ur ur ur ur
. 

Теперь получаем требуемые формулы в матричной форме: 

( ) ( )1 2 1 2, ,e e f f P=
r r ur ur

, 

где  
1 11
3 152

P
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
. 

13BУпражнения 
2.51. Найдите матрицу перехода P  от базиса  к базису E E′:  

а) ( ) ( ) ( )1 2 31;1;1 , 0;1;1 , 1; 2; 3e e e= = =
r r r ;  

 ( ) ( ) ( )1 2 34; 3; 5 , 9; 6; 8 , 12; 8;10e e e′ ′ ′= = =
r r r .  

б) ( ) ( )1 2cos ; sin , sin ; cose eα α α= = −
r r α ;  

 ( ) ( )1 2cos ; sin , sin ; cose eβ β β′ ′= − =
r r β .  

2.52. Найдите координаты вектора x
r

 в базисе , если  
его координаты в базисе 

E ( )T1; 2; 2 −
E′: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

1 2 3

1 2 3

3; 5; 0 , 1; 2; 0 , 1;1;1 ;

2; 1; 0 , 1;1; 1 , 1; 0; 2 .

e e e

e e e

= = =

′ ′ ′= − − = − =

r r r

r r r )
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2.53. Найдите координаты векторов ,x yr r  пространства R3  
относительно базисов  и E E′: ( )1; 2; 3x =r , ( )2; 3; 4y =r ;  

( ) ( ) ( )1 2 31;1;1 , 0;1;1 , 0; 0;1e e e= = =
r r r ; 

( ) ( ) ( )1 2 31; 1;1 , 0; 2;1 , 0;1; 2e e e′ ′ ′= − = =
r r r .  

2.54. Напишите формулы, по которым базисные векторы r
,( )1 5;1e = 2e
r

 (неизвестен) пространства строк R2 выражаются 

через базисные векторы ( ) ( )1 22;1 , 5; 3f f= =
ur ur

, если известно, 

что строка, имеющая в базисе 1 2,e e
r r

)T

2

 координаты , име-

ет в базисе 

( 3;1−

1,f f
ur ur

 координаты ( )2; 3− T . 
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