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Г л а в а  1  

ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И  
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1.1. Системы линейных уравнений  
и их решение методом Гаусса 

Система, состоящая из m линейных уравнений с n неизвестны-
ми или, как будем дальше говорить, система размером m ´ n, запи-
сывается в общем виде так: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
,

. . . . . . . . .
.

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =ì
ï + + + =ï
í
ï
ï + + + =î

K
K

K

 (1.1) 

Решением системы называется любой набор значений неиз-
вестных: 

1 1 2 2; ; n nx x xa a a= = =K , 
при подстановке которых все уравнения системы обращаются в 
верные равенства.  

По числу решений выделяют следующие типы систем линей-
ных уравнений: 

совместная система – система линейных уравнений, имеющая 
хотя бы одно решение; 

несовместная (противоречивая) система — система линейных 
уравнений, не имеющая ни одного решения; 

определенная система – система линейных уравнений, имею-
щая единственное решение; 

неопределенная система – система линейных уравнений, 
имеющая более одного решения. 

Если правые части системы равны нулю, такая система называ-
ется однородной. Любая однородная система совместна: нулевые 
значения неизвестных составляют ее решение. 
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Две системы уравнений (с одинаковым числом неизвестных) 
называются эквивалентными (равносильными), если множества их 
решений совпадают.  

Систему (1.1) можно сокращенно записать с помощью табли-
цы Гаусса (табл. 1). 

Таблица 1 

x1 x2 . . . xn  

a11 a12 . . . a1n b1 

a21 a22 . . . a2n b2 

. . . . . . . . . . . . . . . 

am1 am2 . . . amn bm 

Подобную таблицу называют также матрицей системы. 
Простейший способ определения типа системы и нахождения 

ее решений дает метод Гаусса (метод исключения неизвестных). 
Алгоритмически метод Гаусса сводится к последовательному вы-
полнению так называемых элементарных преобразований уравне-
ний системы и приведения системы к некоторому специальному 
виду. 

Перечислим элементарные преобразования: 
1) перестановка уравнений в системе; 
2) умножение любого уравнения системы на число, отличное 

от нуля; 
3) прибавление к одному из уравнений системы любого друго-

го, умноженного на произвольное число; 
4) исключение из системы «тривиальных» уравнений вида 

1 20 0 0 0nx x x+ + + =K . 
Ясно, что система, полученная из исходной системы с помощью 

элементарных преобразований, равносильна исходной системе. 
Применение метода Гаусса будет ниже пояснено примерами. 

Разбирая примеры, мы введем также некоторые важные и полезные 
понятия. 

На практике для сокращения записи удобно проводить выклад-
ки не над самой системой (1.1), а над ее расширенной матрицей, за-
даваемой таблицей 1. Элементарным преобразованиям уравнений 
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системы соответствуют элементарные преобразования строк мат-
рицы. 

Один шаг решения системы по методу Гаусса состоит в сле-
дующем. Выбирается разрешающий элемент 0pqa ¹  из строки, ко-
торую не использовали в предыдущих действиях. Строка и столбец, 
в которых стоит выбранный элемент, называются разрешающими. 
После того как разрешающий элемент выбран, выполняются сле-
дующие действия: 

1) все элементы разрешающей строки делим на разрешающий 
элемент; 

2) все элементы разрешающего столбца, кроме выбранного 
разрешающего элемента, заменяем нулями; 

3) все остальные элементы табл. 1 пересчитываем по "правилу 
прямоугольника": 

, , ,ij pq iq pj i pq p iq
ij i

pq pq

a a a a b a b a
a b i p j q

a a
- -

¢ ¢= = ¹ ¹ . 

  

Примеры 
1. Решить систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5,
4 2 8,
2 2.

x x x
x x x
x x x

+ + = -ì
ï + + = -í
ï- - + =î

 

Решение .   
Выполнить преобразования по методу Гаусса: 

1 3 1 51 3 1 5
1 4 2 8 0 1 1 3
1 2 1 2 0 1 2 3

-æ ö æ ö-
ç ÷ ç ÷

- -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø

: :  

1 0 2 4 1 0 0 4
0 1 1 3 0 1 0 3

0 0 1 00 0 1 0

æ ö- æ ö
ç ÷ ç ÷- -ç ÷ ç ÷

ç ÷ç ÷ è øè ø

: : . 
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Разрешающие элементы заключены в рамку. На первом шаге 
выбирается разрешающий элемент 11 1a = , первая строка переписы-
вается без изменения, остальные элементы первого столбца «обну-
ляются». Остальные элементы второй строки пересчитываются по 

правилу прямоугольника. Например, ( ) ( )
32

2 1 3 1
1

1
a

- × - × -
¢ = = .  

На втором шаге выбирается разрешающий элемент 22 1a = , на 
третьем - 33 1a = .  

Последней таблице соответствует система  

1

2

3

4,
3,
0.

x
x

x

=ì
ï = -í
ï =î

 

О т в е т : система имеет единственное решение 1 4x = , 2 3x = - , 
3 0x = . 

2. Решить систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 8 42,
2 7 19 99,
3 11 30 100.

x x x
x x x
x x x

- - = -ì
ï- + + =í
ï- + + =î

 

Решение .   
Выполним преобразования по методу Гаусса: 

1 3 8 421 3 8 42 1 0 1 3
2 7 19 99 0 1 3 15 0 1 3 15 .
3 11 30 100 0 2 6 26 0 0 0 56

- - -æ ö æ ö- - - æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷-ç ÷ ç ÷ ç ÷

ç ÷ç ÷ ç ÷- - -è øè ø è ø

: :  

На втором шаге получилась таблица, третьей строке которой 
соответствует противоречивое уравнение 0 = -56, не имеющее ре-
шений. Следовательно, исходная система уравнений решений не 
имеет. 

О т в е т : система несовместна. 

3. Найти коэффициенты квадратичной функции 
( ) 2f x ax bx c= + + , если ( ) ( ) ( )1 2, 1 6, 2 11f f f- = = = . 
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Р е ш е н и е .   
Подставляя последовательно вместо переменной x  значения 

1,1, 2- , получим следующую систему линейных уравнений: 

2,
6,

4 2 11.

a b c
a b c

a b c

- + =ì
ï + + =í
ï + + =î

 

Решив систему, находим 1, 2, 3a b c= = = . 

4. Решить систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

1,
2 2.

x x x
x x x

+ + =ì
í - + = -î

 

Р е ш е н и е .   
Запишем расширенную матрицу системы и применим метод 

Гаусса. На первом шаге в качестве разрешающего элемента выбе-
рем a11 = 1, а на втором шаге – a23 = 1:  

1 1 1 1 1 3 0 41 1 1 1 .
0 2 1 31 1 2 2 0 2 1 3

æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷- -- - - - è øè ø è ø

: :  

Последней таблице соответствует система уравнений  

1 2

2 3

3 4,
2 3.

x x
x x

+ =ì
í - + = -î

 

Здесь 1 3,x x  – базисные переменные, 2x  – свободная перемен-
ная. Выразим базисные переменные через свободную:  

1 2

3 2

4 3 ,
3 2 .

x x
x x

= -ì
í = - +î

 

Тем самым мы нашли общее решение. Частное решение сис-
темы уравнений мы получим, придав свободной переменной какое-
нибудь значение, например при 2 1x =  получаем частное решение 

1 2 31, 1, 1x x x= = = - . Полагая 2 0x = , мы получим частное решение 
1 2 34, 0, 3x x x= = = - , которое называют базисным. 

О т в е т : 1 2

3 2

4 3 ,
3 2

x x
x x

= -ì
í = - +î

 - общее решение системы. 
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5. Найти значения параметра l , при которых система линей-
ных уравнений 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 6 5 2 6,
4 5 3 2 5,
5 4 1

x x x x
x x x x
x x x xl

+ - - =ì
ï + - - = -í
ï + - + = -î

 

несовместна. 
Р е ш е н и е .   
Для того чтобы не иметь дело с дробями,  сначала вычтем из 

второй и третьей строк первую, потом переставим первые две стро-
ки местами: 

3 6 5 2 6 3 6 5 2 6
4 5 3 2 5 1 1 2 0 11
5 4 1 1 2 2 4 2 7

æ ö- - - -æ ö
ç ÷ç ÷- - - - -ç ÷ç ÷

ç ÷ ç ÷- - - + -è ø è ø

: :
l l

 

1 1 2 0 11
3 6 5 2 6
2 2 4 2 7

æ ö- -
ç ÷- -ç ÷
ç ÷- + -è ø

:
l

 

Выбрав за разрешающий элемент a11 = 1, выполним один шаг 
по методу Гаусса: 

1 1 2 0 11
0 9 11 2 39
0 0 0 2 7l

- -æ ö
ç ÷- -ç ÷
ç ÷+ -è ø  
Из последней строки видно, что система несовместна при 
2l = - . 
О т в е т : 2.l = -  
6. Найти значения параметра l, при которых система линей-

ных уравнений 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 3,
4 5 20 24,
3 4 14 2 9,

2 5 3 3

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

l
+ + + = -ì

ï + + + = -ï
í + + + = -ï
ï + + - =î
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имеет бесконечное множество решений. Для найденных значений 
параметра l указать общее решение системы. 
Р е ш е н и е .  
Применим метод Гаусса к расширенной матрице системы:  

1 1 4 13 31 1 4 1
24 124 5 20 0 1 4 4
9 03 4 14 2 0 1 2 1
3 61 2 5 3 0 1 1 4

l l

æ ö æ ö- -
ç ÷ ç ÷- --ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- -
ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

: :  

     

1 0 0 5 9
0 1 4 4 12
0 0 2 3 12
0 0 3 18

l
l

l
l

æ ö-
ç ÷- -ç ÷
ç ÷- -
ç ÷ç ÷- -è ø

:  

Вычтем из третьей строки четвертую и выполним очередной шаг 
полного исключения с помощью разрешающего элемента a33 = 1: 

1 0 0 5 9 1 0 0 5 9
0 1 4 4 12 0 1 0 16 12

.
6 0 0 1 3 60 0 1 3

18 0 0 0 9 00 0 3

l l
l l

ll

-æ ö -æ ö
ç ÷ ç ÷- - -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- -
ç ÷ ç ÷ç ÷ -- - è øè ø

:  

Рассматривая последнюю строку, мы можем заключить, что 
если l ≠ 9, система имеет единственное решение: 1 9,x =  2 12,x =  

3 6,x = -  4 0x = . 
Если же l = 9, можно вычеркнуть четвертую нулевую строку и 

получить общее решение: 

1 4

2 4

3 4

9 4 ,
12 7 ,

6 3 .

x x
x x
x x

= +ì
ï = +í
ï = - -î

 

О т в е т : 9,l =  
1 4

2 4

3 4

9 4 ,
12 7 ,

6 3

x x
x x
x x

= +ì
ï = +í
ï = - -î

 - общее решение. 



 11 

Упражнения 
1.1. Решите методом Гаусса систему уравнений:  

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 7 36,
2 3 12 60,

3 10 53.

x x x
x x x
x x x

+ - =ì
ï- - + = -í
ï - - + = -î

 

б) 
1 2 3

1 2 3

1 3

3 0,
3 2 8 1,

2 2.

x x x
x x x
x x

+ - =ì
ï- - + =í
ï - + =î

 

в) 

1 2 3

2 3 4

1 3 4

1 2 4

10,
15,
21,
50.

x x x
x x x

x x x
x x x

+ + =ì
ï + + = -ï
í + + = -ï
ï + + =î

  

г) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 0,
7 14 20 27 0,
5 10 16 19 2,
3 5 6 13 5.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =ì
ï + + + =ï
í + + + =ï
ï + + + =î

.  

1.2. Найдите коэффициенты квадратного трехчлена 
( ) 2f x ax bx c= + + , если известны его значения в указанных 

точках: 
а) ( ) ( ) ( )1 2, 1 6, 2 17f f f- = = = ;  
б) ( ) ( ) ( )1 4,  1 12,  2 9f f f- = = - = .  

1.3. Для изготовления трех видов изделий А, В и С предприятие ис-
пользует три основных вида сырья: I, II и III. Нормы расхода 
сырья на производство одного изделия, а также общее количе-
ство сырья, указаны в таблице. 

Вид  
сырья 

Нормы расхода сырья  
на одно изделие 

Количество  
сырья 

 А В С  
I 
II 
III 

2 
1 
1 

1 
1 
0 

1 
2 
1 

45 
40 
15 

Сколько изделий каждого вида может выпустить предприятие?  
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1.4. Три бригады обработали три участка поля. Площади участков и 
затраты времени на их обработку представлены в таблице. 

Участок Время работы бригады (ч) Площадь участка (га) 
 I II III  

1 
2 
3 

2 
1 
4 

3 
5 
1 

1 
4 
3 

10 
19 
18 

Найдите производительность каждой бригады. 
1.5. Известны общие стоимости трех портфелей I, II, III ценных бу-

маг (акций) трех различных типов A, B, C. Количество акций в 
каждом портфеле и стоимости портфелей указаны в таблице. 

Типы акций Портфель 
A B C 

Стоимость 

I 
II 
III 

9 
20 
15 

5 
3 
6 

7 
5 
4 

40 000 
41 000 
39 000 

Найти стоимость каждой акции. 
1.6. Докажите, что система уравнений несовместна:  

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 10,
2 5 17,

2.

x x x
x x x
x x x

- + =ì
ï - + =í
ï - - =î

 б)

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 5

2 2 5,
2 5 2     4,

2 2 2 1,
3 9         2.

x x x x x
x x x x

x x x x x
x x x x

+ + + - =ì
ï + + + =ï
í + + + + =ï
ï - + + =î

 

1.7. Найдите общее и базисное решение системы линейных уравне-
ний, введя в базис указанные переменные: 

а) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 6,
5 12 5 3 10,
6 2 5 2,

x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =ì
ï + + + =í
ï - - + = -î

  x1, x3, x4; 

б) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 1,
3 3 6 15 3,
3 3 14 8,

x x x x
x x x x
x x x x

- + + = -ì
ï - + + = -í
ï - + + = -î

 x1, x2, x3; 
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в) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 6 4 7 2,
4 12 2 3 4,
2 6 6 10 2,

x x x x
x x x x
x x x x

- + + =ì
ï - + + =í
ï - - - =î

 x1, x3, x4; 

г) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

28 5 2 4 29,
18 4 3 20,

8 7 4 6 39,

x x x x
x x x x
x x x x

- + + =ì
ï - + + =í
ï- + + - = -î

 x2, x3, x4. 

1.8. Найдите значения параметра m , при которых система несовме-
стна:  

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 5 0,
5 6 7 1,
8 9 2,

x x x
x x x
x x mx

+ + =ì
ï + + =í
ï + + =î

 б) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 0,
2 3 4 5 1,
3 2 2 4 2,
4 5 0.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x mx

+ + + =ì
ï + + + =ï
í + + + =ï
ï + + - =î

 

1.9. Найдите значения параметра m , при которых система имеет 
бесконечно много решений; для найденных значений парамет-
ра указать общее решение системы:  

а) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 2 1,
3 4 7 16,
2 3 4 10,
3 2 8 5.

x x x x
x x x x
x x x
x x x mx

- + - =ì
ï- + - + = -ï
í- + - = -ï
ï- + - + = -î

 

б) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

3 3 3 3,
7 19 19 63,

5 6 21,
3 10 11 2 48.

x x x x
x x x mx
x x x
x x x x

+ - - = -ì
ï + - + = -ï
í + - = -ï
ï + - + = -î

 

1.10. При каких значениях параметров a  и b  система линейных 
уравнений является определенной, неопределенной, несовмест-
ной? Найдите решение системы в тех случаях, когда это воз-
можно: 

( )
( )
( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1 2,
2 1,

2 2 3 1.

x x x
x x x
x x x

a
a

a a b

+ + - =ì
ï- + + - =í
ï - + - = +î
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1.2. Линейные пространства и их  
подпространства 

Под арифметическим n-мерным вектором понимают упорядо-
ченный набор из n действительных чисел ( )1; ...; na a . Для обозначе-
ния векторов мы будем использовать надстрочную стрелку и писать 

( )1; ...; na a a=
r . На множестве n-мерных векторов можно выполнять 
операции умножения вектора на число и сложения векторов по сле-
дующим правилам: 

если ( )1; ...; na a a=
r , то ( )1; ...; na a al l l=

r ; 

если ( )1; ...; na a a=
r  и ( )1; ...; nb b b=

r
, то ( )1 1; ...; n na b a b a b+ = + +

rr . 
Множество всех n-мерных векторов, в котором введены дейст-

вия покоординатного сложения и умножения на число называется 
арифметическим п-мерным векторным пространством Rn. 

Вообще, линейным пространством над полем R называется 
множество V (его элементы называются векторами), на котором 
определены операции сложения векторов и умножения вектора на 
число, обладающие теми же основными свойствами, что и операции 
над арифметическими векторами: 

1)   a b b a+ = +
r r r r

; 
2) ( )  ( ) a b c a b c+ + = + +

r r r r r r
; 

3) существует нулевой элемент 0
r

 такой, что 0a a+ =
r r r

 для лю-
бого вектора a

r
;  

4) для любого вектора a
r

 найдется противоположный вектор 
( 1)a a- = -

r r
 такой, что ( ) 0a a+ - =

r r r
; 

5) ( )a b a bl l l+ = +
r r r r

; 

6) ( )  a a al m l m+ = +
r r r

; 
7) ( ) ( )  a al m lm=

r r
; 

8) 1 a a× =
r r

, где ; ; a b c
r r r

 – произвольные векторы, λ, μ – произ-
вольные действительные числа.  

Непустое подмножество S линейного пространства V над полем 
Rn называется линейным подпространством, если оно замкнуто 
относительно операций сложения и умножения на число и тем са-
мым само является линейным пространством. 
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Вектор a
r

 вида 1 21 2 ssa k a k a k a= + + +
r r r r

K , где 1 2;  ; sk k kK  − про-
извольные числа, называется линейной комбинацией векторов 

1 2,  , , sa a a
r r r

K . Для системы векторов 1 2,  , , sa a a
r r r

K ÎV множество все-
возможных линейных комбинаций 1 21 2 ssa k a k a k a= + + +

r r r r
K  образу-

ет подпространство пространства V. Его называют линейной обо-
лочкой или подпространством, порожденным системой векторов 

1 2,  , , sa a a
r r r

K , и обозначают символом 21( ,  , , )sL a a a
r rr K . 

Примеры 

1. Найти вектор ( ) ( )3 2 2a b a a a b+ - + - -
r rr r r r , если ( )1;3;5;4=ar  

и ( )3; 2; 0; 3b = -
r

. 
Р е ш е н и е .   
Воспользуемся свойствами операций над векторами:  

( ) ( )3 2 2a b a a a b+ - + - - =
r rr r r r

3 2 2 2a b a a a b+ - + - +
r rr r rv 4a b= +

rr . 

Следовательно,  
( )( ) ( )4 4 4 3 ; 5 4 2; 3 4 0; 1 4 3 8; 13; 3; 13a b+ = + - + × + × + × = -

rr . 

2. Даны векторы ( )5; 8; 1;2a = - -
r

, ( )2; 1;4; 3b = - -
r

, 

( ) 3;2; 5;4c = - -
r

. Найти неизвестный вектор x
r

 из уравнения 

( ) ( ) ( )3 3 2 3 5 3a x x b x c- + + = +
r r r r r r

. 

Р е ш е н и е .  
Имеем: 9 3 2 6 5 15a x x b x c- + + = +

r r r r r r
. 

Следовательно, 1,5 2,5x a b c= + -
r r r r

. 
Подставив координаты известных векторов, получим коорди-

наты искомого: (17; 18;15; 10)x = - -
r

. 

3. Представьте вектор ( )0, 1, 15x = - -
r

 в виде линейной комби-

нации векторов ( )1,3, 2a = - -
r

, ( )2,1, 2b = -
r

 и ( )1,2,3c =
r

.  
Р е ш е н и е .   
Будем искать решение из уравнения x a b ca b g= + +

r r r r
. Перепи-

шем это уравнение, записав векторы в виде столбцов: 
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1  2 1  0
  3   1 2 1

2 2 3 15
a b g

-æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷+ + = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø è ø è ø

. 

Приходим к системе линейных уравнений относительно иско-
мых коэффициентов. Решая эту систему, получаем: 

1 2 1 0 1 2 1 0
3 1 2 1 0 7 5 1
2 2 3 15 0 6 1 15

æ ö æ ö- - -
ç ÷ ç ÷

- -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- - - - -è øè ø

: :  

1 8 0 15 1 0 0 1
0 37 0 74 0 1 0 2 .
0 6 1 15 0 0 1 3

- -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷

ç ÷ç ÷- - -è øè ø

: :  

О т в е т : 2 3 .x a b c= + -
r r r r

 

4. Найти линейную оболочку ( ), ,L a b c
r rv  векторов , ,a b c

r rv  и про-

верьте, принадлежит ли этой оболочке вектор xr , если ( )1,0a =v , 

( )2,0b =
r

, ( )3,0c =
r , ( )3,7x = -

r . 
Р е ш е н и е .   
По определению линейной оболочкой ( ), ,L a b c

r rv  векторов 

, ,a b c
r rv  будет любая комбинация вида: d a b ca b g= + +

ur r r r
. Будем ис-

кать решение в виде: x a b ca b g= + +
r r r r

. Получим систему из двух 
уравнений с тремя неизвестными: 

1 2 3 3
0 0 0 7

a b g
-æ ö æ ö æ ö æ ö

+ + =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø è ø

. 

Второе уравнение противоречиво. Значит, соответствующие 
коэффициенты найти нельзя. Так что вектор xr  не принадлежит ли-
нейной оболочке ( ), ,L a b c

r rv . 
5. Выяснить является ли множество S  линейным подпро-

странством в R3:  
а) ( ){ }3

1 2 3 3 1 2; ; | 3 4S x x x x R x x x= = Î = +
r

; 

б) S – множество решений неравенства 1 2 33 4 5 0x x x+ + £ . 
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Р е ш е н и е .   
а) Пусть ,a b SÎ

rv . Так как ( )1 2 1 2; ; 3 4a a a a a= +
r

 и 

( )1 2 1 2; ; 3 4b b b b b= +
r

, то 

( ) ( )( )1 1 2 2 1 2 1 2; ; 3 4 3 4c a b a b a b a a b b= + = + + + + +
r r r

. 

Учитывая, что 3 1 23 4c c c= + , получаем c SÎ
r

. Аналогично, 
a Sl Îv  для любых a SÎv  и RlÎ . 
б) Множество решений неравенства не является подпростран-

ством. В самом деле, возьмем вектор ( )1; 0; 0a S= - Î
r

 и число 
2l = - . Имеем ( )2; 0; 0a Sl = Ïv . 

  

Упражнения 

1.11. Даны векторы ( )3; 2; 4;1a = -
r

 и ( )1; 7; 2; 0b = -
r

. Найдите век-
тор:  
а) a b+

r r
;  б) 2 3a b+

rr ;  в) 5 2a b-
r r

;  
г) ( ) ( )2 3 2 3 7a b a b a b+ - + + -

r r rr r r . 

1.12. Пусть ( )1; 3; 2; 3a = - -
r

, ( )3;1; 3; 0b = -
r

. Найдите вектор x
r

 из 
следующих уравнений:  
а) ( ) ( )2 2 3 3 5x a a b a b- + + = +

r r r r r r
;  

б) ( ) ( )10 3 2 5 3b a x x b a- - = + +
r r r r r r

. 

1.13. Найдите линейную оболочку ( ), ,L a b c
r rv  векторов , ,a b c

r rv  и про-
верьте, принадлежит ли этой оболочке вектор xr : 
а) ( )1;1a =v , ( )3; 2b = -

r
, ( )2; 3c = -

r , ( )17;19x =r ;  

б) ( )1; 0;1a =v , ( )1; 0; 2b =
r

, ( )2; 0; 3c =
r , ( )13; 0;17x =r ;  

в) ( )1; 2; 3a =v , ( )2; 3; 2b =
r

, ( )5; 6; 1c = - -
r , ( )10; 12;11x = -

r .  

1.14. Все векторы, входящие в подпространство S, имеют одну и ту 
же вторую координату. Чему она равна?  
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1.15. Проверьте, что сумма линейных комбинаций 
( ) ( )1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3k a k a k a l a l a l a+ + + + +

r r r r r r
 

векторов 1 2 3, ,a a a
r r r

 является линейной комбинацией векторов 
1 2 3, ,a a a

r r r
. 

1.16. Докажите, что линейная оболочка ( )1 2 3, ,L a a a
r r r

 системы век-
торов линейного пространства V является подпространством в 
V. 

1.17. Является ли указанное множество линейным пространством: 
а) множество векторов из R3 с нулевой суммой координат; 
б) множество векторов из R3, сумма координат каждого из 

которых равна 3; 
в) множество векторов вида ( )1 2 1 2; ; 2 3x x x x- - ; 
г) множество векторов вида ( )1 2 1 21; ; 2x x x x+ + ? 

1.18. Покажите, что каждое из следующих множеств не образует 
линейного пространства относительно обычных операций 
сложения и умножения на число: 
а) множество квадратных трехчленов; 
б) множество решений совместной неоднородной системы 

линейных уравнений; 
в) множество многочленов от одной переменной с целыми 

коэффициентами; 
г) множество арифметических векторов с рациональными 

координатами;  
д) множество арифметических векторов с иррациональными 

координатами.  
1.19. Выясните, является ли множество V векторов линейной обо-

лочкой каких-нибудь двух векторов; если да, указать такие 
векторы: 
а) { }3

1 2 3R 2 3 0V x x x x= Î + + =
r

;  

б) { }3
1 2 34 5 1V x x x x= Î - + =R

r
. 

1.20. Пусть S -подпространство в пространстве V  и 1 2 3, ,a a a SÎ
r r r

. 
Докажите, что ( )1 2 3, ,L a a a SÍ

r r r
.  
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1.3. Линейно зависимые и линейно  
независимые системы векторов 

Система векторов 1, , ka ar rK  называется линейно зависимой, если 
существуют числа 1, ..., kx x , не равные нулю одновременно, такие 
что 1 1 ... 0k kx a x a+ + =

rr r . 
Если последнее равенство выполняется только при 

1 2 3... 0kx x x x= = = = , система векторов называется линейно незави-
симой.  

В пространстве Rn любая система, содержащая более чем n 
векторов, линейно зависима. 

Линейную зависимость системы векторов 1, , ka ar rK  из Rn мож-
но установить, следующим образом. Сравнивая координаты векто-
ров из левой и правой части векторного равенства 

1 1 ... 0k kx a x a+ + =
rr r , получим однородную систему уравнений. Систе-

ма векторов 1, , ka ar rK  линейно зависима тогда и только тогда, когда 
получившаяся однородная система линейных уравнений имеет не-
нулевое решение. 

Рассмотрим в Rn систему векторов специального вида, у кото-
рых координаты, стоящие на диагонали не равны нулю, координаты 
под диагональю – нулевые: 

1 11 12 1

2 22 2

( ; ; ; ),

(0; ; ; ),
................................

(0; ; ; ; ).

n

n

k kk kn

a a a a

a a a

a a a

=

=

=

r
K

r
K

r
K K

 

Такая система векторов называется лестничной. Любая лест-
ничная система векторов линейно независима. 

Примеры 
1. Выразить векторы ( )7;16;111 --=b

r
 и ( )2 10; 5;12b = -

�
 через 

векторы ( )1 1; 2; 1a =
r , ( )3;1;12 --=ar , ( )1;2;33 -=ar . 

Р е ш е н и е .  
Вектор b

v
 линейно выражается через векторы 1 2 3, ,a a ar r r  тогда и 

только тогда, когда найдутся числа 1 2 3, ,x x x , для которых выполня-
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ется равенство 1 1 2 2 3 3x a x a x a b+ + =
vr r r . Подставляя данные и записы-

вая данные векторы по столбцам, получим для векторов 1b
r

 и 2b
r

 со-
ответственно следующие уравнения: 

1 2 3

1 1 3 11
2 1 2 16
1 3 1 7

x x x
- -æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷+ + - =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è ø è ø è ø

, 

1 2 3

1 1 3 10
2 1 2 5
1 3 1 12

x x x
-æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷+ + - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø è ø

. 

Получаем две системы с одинаковой левой частью: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 11,
2 2 16,

3 7

x x x
x x x
x x x

- + = -ì
ï + - =í
ï - + = -î

   и   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 10,
2 2 5,

3 12.

x x x
x x x
x x x

- + =ì
ï + - = -í
ï - + =î

 

Можно одновременно решить эти две системы уравнений. Для этого 
рассмотрим матрицу, содержащую два столбца свободных членов: 

1 1 3 11 10
2 1 2 16 5
1 3 1 7 12

æ ö- -
ç ÷- -ç ÷
ç ÷- -è ø

. 

Исключая последовательно переменные, имеем 
1 1 3 11 10 1 1 3 11 10
2 1 2 16 5 0 3 8 38 25
1 3 1 7 12 0 2 2 4 2

- - - -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷- - - -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- - - -è ø è ø

: :  

1 1 3 11 10
0 1 10 42 23
0 2 2 4 2

- -æ ö
ç ÷- -ç ÷
ç ÷- -è ø

: :

1 0 7 31 13
0 1 10 42 23
0 0 22 88 44

- -æ ö
ç ÷- -ç ÷
ç ÷- -è ø

:  

1 0 7 31 13 1 0 0 3 1
0 1 10 42 23 0 1 0 2 3
0 0 1 4 2 0 0 1 4 2

- -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷- - -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

: : . 

Следовательно, 1 1 2 33 2 4b a a a= + -
v r r r  и 2 1 2 33b a a a= - +

v r r r . 
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2. Найти значения параметра l, для которых векторы 
( )1 1;1;1a =

r , ( )2 5; 5;a l=
r , ( )3 3; 2;1a = -

r  линейно зависимы. 
Р е ш е н и е .   
Пусть данные векторы линейно зависимы, тогда найдутся не 

равные нулю числа 1 2 3, ,x x x , для которых выполнено векторное ра-
венство 1 1 2 2 3 3 0x a x a x a+ + =

rr r r . Записывая его по координатам, полу-
чим следующую систему уравнений: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3 0,
5 2 0,

0.

x x x
x x x
x x xl

+ + =ì
ï + - =í
ï + + =î

 

Из первых двух уравнений имеем 3 0x = . Тогда, используя пер-
вое и третье уравнение, получаем ( ) 25 0xl - = . Если 2 0x = , то и 

1 0x = ,  этот случай не подходит.  Если же 5l = , то векторы 
( )1 1;1;1a =

r  и ( )2 5; 5; 5a =
r  пропорциональны. Итак, векторы линейно 

зависимы при 5l = . 
3. Докажите, что система, содержащая два вектора ar  и ,b

r
 ли-

нейно зависима в том и только том случае, когда эти векторы кол-
линеарны, т.е. a k b=

rr  или b k a=
r r  для некоторого числа k . 

Р е ш е н и е .   
Если оба вектора равны нулю, то они, очевидно, линейно зави-

симы и коллинеарны. Пусть 0a ¹
r . Допустим сначала, что векторы 

ar  и b
r

, линейно зависимы. Тогда 0xa yb+ =
r rr  для некоторых x  и y , 

не равных нулю одновременно. Если 0y = , то 0xa =
rr .  Но тогда и 

0x = , так как 0a ¹
r . Если же 0y ¹ , то xb a

y
= -

r r . Предположим те-

перь, что векторы ar  и b
r

 коллинеарны, т.е. a k b=
rr . Так как 

1 0a k b× - =
rrr , векторы ar  и b

r
 линейно зависимы. 

Упражнения 

1.21. Представьте векторы ( )2; 8;10u =
r

 и ( )16;19; 7v = -
r

 в виде ли-

нейной комбинации векторов ( )2; 5;1 ,a =
r

 ( )10;1; 5b =
r

, 

( )4;1; 1c = -
r

. 
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1.22. Являются ли линейно зависимыми векторы: 
а) ( )1 2; 0; 3;1a =

r
,  ( )2 0; 2; 9;1a = - -

r
,  ( )3 1; 2; 6; 4a = -

r
, 

( )4 4; 3; 2; 2a = - -
r

; 

б) ( )1 2; 0;1;1a =
r

,  ( )2 0; 2; 3; 3a = - -
r

,  ( )3 1; 1; 2; 4a = - -
r

, 

( )4 4;1; 0; 3a = - -
r

?  

1.23. Найдите значения параметра m, при которых строки заданной 
матрицы A линейно зависимы:  

а) 

1 2 1 5
1 1 2 2
1 0 0 2

7 8 15

A

m

-æ ö
ç ÷-ç ÷=
ç ÷-
ç ÷-è ø

; б) 

1 2 1 5
1 1 2 2
5 5 4 2
4 4 0

A

m

-æ ö
ç ÷-ç ÷=
ç ÷
ç ÷
è ø

. 

1.24. Найдите все значения параметра l , при которых вектор b
r

 
линейно выражается через векторы 1 2, , ...a ar r :  

а) ( )1 4; 4; 3a =
r ,  ( )2 7; 2; 1a =

r ,  ( )3 4; 1; 6a =
r ,  ( )5; 9;b l=

r
;  

б) ( )1 3; 2; 5a =
r ,  ( )2 2; 4; 7a =

r ,  ( )3 5; 6;a l=
r ,  ( )1; 3; 5b =

r
;  

в) ( )1 3; 2; 6a =
r ,  ( )2 7; 3; 9a =

r ,  ( )3 5; 1; 3a =
r ,  ( ); 2; 5b l=

r
.  

1.25. При каких значениях параметра l линейно зависимы векторы 
1 2 3, ,a a ar r r ? 
а) ( )1 5; 4; 3a =

r ,  ( )2 6; ; 4a l=
r ,  ( )3 1;1; 3a = -

r ;  

б) ( )1 5; 8;1;a l=
r ,  ( )2 3; 7; 6; 2a = - -

r ,  ( )3 2; 3;1; 7a =
r ;  

в) ( )1 4; 7; 4; 5a =
r ,  ( )2 4; 2;1; 9a =

r ,  ( )3 3;1; 6;a l=
r .  

1.26. Докажите, что любые три вектора в пространстве 2R  линейно 
зависимы. 

1.27. Даны системы векторов:  

1 { , , }S a b c=
rr r , 2 { , , }S b a c=

r r r , 3 { 7 , , }S a b b c= +
r rr r   

Докажите, что если одна из этих систем линейно независима, 
то две другие также линейно независимы. Какое обобщение 
задачи Вы можете предложить? 



 23 

1.28. Докажите, что если векторы , ,a b c
rr r  линейно независимы, а 

векторы , , ,a b c x
rr r r  линейно зависимы, то вектор xr  линейно 

выражается через векторы , ,a b c
rr r .  

1.29. Докажите, что если векторы , ,a b c
rr r  линейно независимы, то 

для любого вектора xr  не более чем один вектор системы 
, , ,x a b c

rr r r  линейно выражается через предыдущие.  
1.30. Для векторов ( )1 1; 2; 3; 4 ,a =

r  ( )2 2; 3; 4; 5 ,a =
r  …  ,  

( ); 1; 2; 3na n n n n= + + +
r  вычислите значения следующих ли-
нейных комбинаций:  
а) 1 2 ... na a a+ + +

r r r ;  
б) 1 2 3 4 2 1 2... n na a a a a a-- + - + + -

r r r r r r .  

1.4. Базис и размерность линейного  
пространства 

Система векторов { }1,..., sS a a=
r r  называется базисом линейного 

пространства V  если выполнены следующие условия: 
1) векторы 1,..., sa ar r  линейно независимы; 
2) любой вектор ar  из V  является линейной комбинацией век-

торов 1,..., sa ar r . 
Пусть { }1,..., sS a a=

r r  – базис пространства V. Представление 
вектора ar  в виде линейной комбинации базисных векторов 

1 1 ... s sa k a k a= + +
r r r  называется разложением вектора ar  по данному 
базису, а коэффициенты 1,..., sk k  – координатами вектора ar  в дан-
ном базисе. Это разложение однозначно. 

Размерностью пространства V  называется число векторов его 
базиса. Размерность пространства V обозначается через dimV . Ли-
нейное пространство, имеющее размерность n, называют n-мерным. 
В частности ( )dim n n=R . Базис пространства nR , состоящий из 

векторов ( )1 1, 0, , 0e =
r K , ( ) ( )2 0, 1, , 0 , , 0, 0, ,1ne e= =

r rK K K  назы-
вают каноническим. Если ( )1 2, , , na a a a=

r K  - произвольный вектор 
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из nR , его координатами в каноническом базисе служат числа 
1 2, , , na a aK . 

Рангом системы векторов { }1 2, , , sS a a a=
r r rK  пространства V  

называется размерность линейной оболочки этой системы ( )L S : 
rk( ) dim ( )S L S= . Базисом системы S называется часть системы, яв-
ляющаяся базисом линейной оболочки ( )L S . 

Примеры 

1. Доказать, что векторы ( )1 1;1;1a =
r , ( )2 0;1;1a =

r , ( )3 0; 0;1a =
r  

образуют базис пространства 3R . 
Р е ш е н и е .   
Три вектора 1,ar  2 ,ar  3ar  образуют лестничную систему, поэтому 

они линейно независимы. Поскольку ( )3dim 3=R , они образуют 

базис пространства 3R . 
2. Доказать, что любые два вектора данной системы векторов 

образуют ее базис: 
а) ( )1 1; 2; 0; 0a =

r ,  ( )2 1; 2; 3; 4a =
r ,  ( )3 5;10; 3; 4a =

r ; 
б) ( )1 1; 2; 3; 4a =

r ,  ( )2 2; 3; 4; 5a =
r ,  ( )3 3; 4; 5; 6a =

r , 
( )4 4; 5; 6; 7a =

r . 
Р е ш е н и е .   
а) Заметим, что любые два вектора системы 1,ar  2 ,ar  3ar  не про-

порциональны. Кроме того, 3 1 24a a a= +
r r r , значит ранг данной систе-

мы равен двум. 
б) Имеем 2 1a a d= +

rr r , 3 2a a d= +
rr r , 4 3a a d= +

rr r , где ( )1;1;1;1d =
r

. 
Поэтому все векторы системы выражаются через пару линейно не-
зависимых векторов 1,ar  2ar . Следовательно, ранг системы равен 
двум. Любые два вектора данной системы образуют ее базис. 

3. Выделить максимальное множество линейно независимых 
строк матрицы 
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1 1 4 3
2 3 10 7
3 2 2 4
0 1 2 1

-æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷- -
ç ÷- -è ø

 

и остальные строки выразить через базисные. 
Р е ш е н и е .   
Выполним преобразования Гаусса над строками заданной мат-

рицы: 

1 1 4 3 1 0 2 21 1 4 3
2 3 10 7 0 1 2 1 0 1 2 1
3 2 2 4 0 5 10 5 0 0 0 0
0 1 2 1 0 1 2 1 0 0 0 0

æ ö æ öæ ö - --
ç ÷ ç ÷ç ÷

- - -ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷- - - -ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷- - - -è ø è ø è ø

: : . 

Пусть 1,ar  2 ,ar  3ar , 4ar  – векторы, составленные из строк исход-
ной матрицы. Очевидно, 1ar  и 2ar  – линейно независимы. После пре-
образований третья и четвертая строки оказались нулевыми. Это 
говорит о том, что векторы 3ar  и 4ar  являются линейными комбина-
циями векторов 1ar  и 2ar . Более того, последняя из матриц дает нам 
коэффициенты разложения векторов 3ar  и 4ar  по векторам 1ar  и 2ar : 

3 1 2

4 1 2

2 2 ;

2 .

a a a

a a a

ì = +ï
í

= - -ïî

r r r

r r r  

Упражнения 

1.31. Пусть система ( )1 2 3 4, , ,S a a a a=
r r r r

 линейно зависима, а векторы 

1 2,a a
r r

 линейно независимы. Укажите какой-нибудь базис сис-
темы S , если известно, что 
а) ( )3 4 1 2, ,a a L a aÎ

r r r r
; 

б) ( )3 1 2,a L a aÎ
r r r

, ( )4 1 2,a L a aÏ
r r r

; 

в) ( )3 4 1 2, ,a a L a aÏ
r r r r

. 
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1.32. Разложите в базисе, составленном из векторов 1 ( 1; 3; 5),b = - -
r

 
2 ( 3; 4; 2),b = -

r
 3 (0;1; 5)b =

r
, векторы 1 (3, 1,13),a = -

r
 

2 (9, 1, 29)a = - -
r

. 

1.33. Докажите, что ранг системы векторов не меняется при эле-
ментарных преобразованиях системы. 

1.34. Выразите остальные векторы системы 1,ar  2 ,ar  3,ar  4ar  через 
указанный базис: 
а) ( )1 1; 2a =

r ,  ( )2 0; 3a =
r ,  ( )3 4; 5a =

r ,  ( )4 2;1a =
r ; 1 4,a ar r ; 

б) ( )1 1; 2; 3a =
r , ( )2 1; 0;1a =

r , ( )3 2; 3; 1a = - -
r ,  

( )4 0;1;1a =
r ; 2 4,a ar r ; 

в) ( )1 1; 1; 2; 2a = - -
r , ( )2 1;1; 0; 3a = -

r ,  ( )3 0; 0; 2;1a =
r , 

( )4 3; 3; 4; 7a = - -
r ; 1 2,a ar r ;  

г) ( )1 5; 2; 1; 4a = - - -
r ,  ( )2 1; 4; 9; 6a =

r ,  ( )3 2; 3; 5; 5a = -
r , 

( )4 3;1; 4;1a =
r ; 2 4,a ar r . 

1.35. Найдите какой-нибудь базис данной системы векторов и все 
векторы системы представьте в виде линейных комбинаций 
векторов выбранного базиса: 
а) ( )1 5; 2; 3;1a = -

r , ( )2 4;1; 2; 3a = -
r , 

 ( )3 1;1; 1; 2a = - -
r , ( )4 3; 4; 1; 2a = -

r
; 

б) ( )1 2;1; 3; 1a = - -
r , ( )2 3;1; 5; 3a = - -

r , 
 ( )3 4; 2; 1; 4a = -

r , ( )4 1; 0; 7; 8a = - -
r ;  

в) ( )1 7; 3;18; 21a = -
r , ( )2 1; 1; 12; 13a = - - - -

r
, 

 ( )3 3; 2; 3; 4a = -
r

, ( )4 4; 1;15;17a = -
r

, ( )5 9; 6; 7; 0a = - -
r

;  
г) ( )1 7; 0; 5;19a =

r , ( )2 2; 2; 2; 2a = -
r , ( )3 2; 1; 3; 5a = -

r ,  
 ( )4 4; 3;1; 3a = -

r , ( )5 5;1; 2;14a =
r .  

1.36. а) В системе векторов ( )0,3; 0,2; 0,5 , ( )0,1; 0,2; 0,7 , 
( )0,09; 0,1; 0,31 , ( )0,06; 0,2; 0,74  выделить минимальное 
подмножество векторов такое, что остальные векторы пред-
ставляются в виде линейных комбинаций выделенных. 
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б) Можно вектор ( )0,15; 0,3; 0,55  представить в виде линей-
ной комбинации векторов ( )0,3; 0,2; 0,5 , ( )0,1; 0,2; 0,7 , 
( )0,4; 0,3; 0,3 ? 

1.37. Пусть 1 2, , ..., ne e er r r  – канонический базис пространства nR .  
Докажите, что каждая из систем векторов:  
а) 1 2, 2 , ..., ne e ner r r ;  
б) 1 2 1 1, , ..., n ne e e e e -- -

r r r r r  образует базис пространства nR . 
1.38. Докажите, что линейно независимую часть системы можно 

дополнить до базиса всей системы векторов. 

1.39. Пусть 1 2, , ..., na a a
r r r

 – линейно независимые векторы и 
1 2 ... nv a a a= + + +

r r r r
. Сколько базисов имеет система 

1 2, , ..., ,na a a v
r r r r

? 

1.40. Докажите, что линейно независимая часть системы, содержа-
щая максимально возможное число векторов, образует базис 
всей системы. 

1.5. Евклидовы пространства  
Будем говорить, что на линейном пространстве V  задано ска-

лярное произведение,  если любым двум векторам ar  и b
r

 из V  со-
поставляется число ( ),a b

rr  –  их скалярное произведение так, что 
выполняются следующие условия: 

1) ( ) ( ), ,a b b a=
r rr r ; 

2) ( ) ( ), ,a b a bl l=
r rr r ; 

3) ( ) ( ) ( ), , ,a b c a c b c+ = +
r rr r r r r ; 

4) ( ), 0a a ³
r r , и ( ), 0a a =

r r  только в случае 0a =
rr . 

Линейное пространство, на котором задано скалярное произве-
дение, называется евклидовом пространством. Основной пример 
евклидова пространства – арифметическое пространство nR  со 
стандартным скалярным произведением векторов ( )1, , na a a=

r K  и 

( )1, , nb b b=
r

K , заданным правилом: ( ) 1 1, ... n na b a b a b= + +
rr . 
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Длиной (или модулем) вектора ar  называется число 
( ),a a a=

r r r . Для любых двух векторов евклидова пространства 

справедливо неравенства Коши–Буняковского: ( ),a b a b£
r rr r . 

Углом между ненулевыми векторами ar  и b
r

 называется такое 

число [ ]0,j pÎ , что 
( ),

cos
a b

a b
j =

rr
rr .  

Вектор единичной длины называется нормированным. Если 

0a ¹
vr , то вектор a

a

r
r  нормирован. 

Векторы ar  и b
r

 евклидова пространства называются ортого-
нальными, если ( ), 0a b =

rr . Базис конечномерного евклидова про-
странства называется ортогональным, если его векторы попарно 
ортогональны. Ортогональный базис называется ортонормирован-
ным, если он состоит из нормированных векторов. 

Пусть S  – линейное подпространство евклидова пространства 
V . Говорят, что вектор b

r
 ортогонален S , если он ортогонален лю-

бому вектору из S . Ортогональным дополнением S^  к подпро-
странству S  называется множество всех векторов из V , ортого-
нальных S . 

Примеры 

1. Найти длины векторов ( )1; 1; 1; 1a = - - -
r , ( )1; 1; 1; 1b = - -

r
 

и угол между ними в пространстве R4. 
Р е ш е н и е .  
Находим длины векторов и их скалярное произведение: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22, 1 1 1 1 2a a a= = + - + - + - =
r r r , 

( ) ( ) ( )22 2 2, 1 1 1 1 2b b b= = - + + + - =
r r r

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 1 1 1 1 1 1 2a b = × - + - × + - × + - × - = -
rr . 
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Так как 
( ), 2 1cos

2 2 2

a b

a b
j -
= = = -

×

rr
rr , имеем 2  =

3
pj  . 

2. Дополнить векторы 1 (1; 0;1; 0)a =
r  и 2 (1; 1; 1; 0)a = - -

r  до ор-
тогонального базиса пространства R4. 
Р е ш е н и е .   
Заметим, что векторы 1ar  и 2ar  ортогональны. Найдем вектор 
( )3 1 2 3 4, , ,a x x x x=

r , ортогональный векторам 1 2,a ar r . Неизвестные 
координаты можно найти из условий ортогональности: ( )1 3, 0,a a =

r r  
( )2 3, 0a a =

r r , которые приводят к системе линейных уравнений 

1 3 1 2 30, 0x x x x x+ = - - = . Складывая уравнения, получаем 

1 22 0x x- = . Общее решение системы имеет вид ( )1 1 1 4, 2 , ,x x x x- . 
Подставляя значения 1 41, 0x x= = , получаем вектор 

( )3 1, 2, 1, 0a = -
r . Поскольку векторы 1 2 3, ,a a ar r r  имеют нулевую по-
следнюю координату, единичный вектор ( )4 0, 0, 0,1a =

r  ортогона-
лен векторам 1 2 3, ,a a ar r r . Таким образом, нами получен ортогональ-
ный базис 1 2 3 4, , ,a a a ar r r r . 

3. Проверить, что векторы ( )1 1; 1; 2a = -
r , ( )2 1; 1; 1a = -

r , 

( )3 1; 1; 0a =
r  образуют ортогональный базис пространства R3. Найти 
координаты вектора ( )4; 5; 1x =r  в этом базисе. 
Р е ш е н и е .   
Нетрудно проверить, что данные векторы попарно ортогональ-

ны. Ненулевые ортогональные векторы линейно независимы. По-
скольку число этих векторов совпадает с размерностью пространст-
ва R3, они образуют его ортогональный базис. Пусть ( )1 2 3, ,x x x  –
координаты вектора xr  в базисе 1 2 3, ,a a ar r r . Тогда 1 1 2 2 3 3x x a x a x a= + +

r r r r . 
Умножая скалярно обе части этого равенства на вектор 1ar , получим 
( ) ( )1 1 1 1, ,x a x a a=
r r r r . Отсюда 

( )
( )

1
1

1 1

,
,

x a
x

a a
=

r r
r r  = 4 5 2 1

1 1 4 6
- +

=
+ +

. 
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Аналогично,  

( )
( )

2
2

2 2

,
1

,
x a

x
a a

= =
r r
r r ,   ( )

( )
3

3
3 3

, 9
, 2

x a
x

a a
= =

r r
r r . 

Значит, ( )1 2 3
1 9, , ;1;
6 2

x x x æ ö= ç ÷
è ø

. 

4. Доказать, что ортогональное дополнение к ненулевому век-
тору vv в R3 является линейным подпространством размерности 2.  
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Р е ш е н и е .   
Запишем уравнение, являющееся условием ортогональности 

произвольного вектора ( ; ; )x x y z=
r

 данному ненулевому вектору 
( ; ; )v a b c=

r
: 

 0ax by cz+ + = . 

Пусть для определенности 0a ¹ . Тогда b cx y z
a a

= - - . В этом 

решении первая координата х является базисной переменной, две 
других – свободными, а размерность пространства решений равна 
двум. Положив поочередно значения 0 и 1 свободным переменным, 
мы получим два вектора, которые составят базис пространства ре-

шений: 1 2( ;1;0),  ( ;0;1)b cx x
a a

= - = -
r r

. 

Упражнения 

1.41. Найдите длины векторов ,ar  b
r

 и угол между ними в простран-
стве Rn: 
а) ( )1; 1;  2a = -

r , ( )1; 0; 1b =
r

, R3; 

б) ( )1;  1;  1a =
r , ( )0;  1;  1b =

r
, R3; 

в) ( )1;  1;  1;  1a = - -
r , ( )1; 1; 1; 1b = - -

r
, R4; 

г) ( )1; 2; 0; 2a = -
r , ( )2; 1; 2; 0b = - -

r
, R4.  

1.42. Для данных векторов (2; 1; 3; 3)a = - - -
r

, (2; 2; 3; 0)b =
r

, 
(3; 2; 0; 1)c = -

r
 вычислите значения выражения: 

а) ( )2
,a b c-

r r r
;  

б) ( ) ( ), ,a b b c-
r r r r

; в) ( ) ( ) ( ), , ,a b b c c a+ +
r r r r r r

. 

1.43. Дополните данные векторы 1 2,a ar r  до какого-нибудь ортого-
нального базиса пространства R3: 
а) ( )1 1; 1; 2a = -

r , ( )2 2; 0; 1a = -
r ;  

б) ( )1 3; 2; 1a = -
r , ( )2 1; 1; 1a =

r ; 

в) ( )1 0;1; 2a =
r , ( )2 3; 4; 2a = -

r . 
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1.44. Найдите координаты вектора x
r

 в ортогональном базисе 
1 2 3, ,a a ar r r  пространства R3:  

а) ( )6;16; 2x =
r

,  ( )1 1; 1; 2a = -
r , ( )2 2; 0; 1a = -

r , ( )3 1; 5; 2a =
r ;  

б) ( )7; 20; 19x = - -
r

,  ( )1 3; 2; 1a = -
r ,  ( )2 1; 1; 1a =

r , 
( )3 1; 4; 5a = -

r ;  

в) ( )29; 4; 8x =
r

,  ( )1 0;1; 2a =
r ,  ( )2 3; 4; 2a = -

r , ( )3 10; 6; 3a = -
r ; 

г) ( )21; 9; 3x = -
r

,  ( )1 3; 2;1a = -
ur

,  ( )2 1;1; 5a = -
uur

, 

( )3 11; 16;1a = - -
uur

.  

1.45. Предприятие выпускает 4 вида изделий в количествах, ука-
занных в таблице. При этом заданы нормы расхода сырья, 
нормы времени на изготовление и цены в расчете на единицу 
изделия. 

Вид изделия I II III IV 
Количество 50 80 20 120 
Расход сырья (кг) 7 3,5 10 4 
Норма времени (ч) 20 32 40 20 
Цена (руб.) 100 170 160 200 

Определите суммарный расход сырья S и времени T на выпуск 
всей продукции, а также суммарную стоимость P выпускае-
мой продукции. Определить изменение S, T и P при измене-
нии выпуска продукции на 5,+  4- , 2-  и 10+  единиц.  

1.46. Докажите, что в любом евклидовом пространстве скалярное 
произведение обладает следующими свойствами:  
а) ( ) ( ) ( ), , ,a b c a b a c+ = +

r rr r r r r ;  

б) ( ) ( ), ,a b a bl l=
r rr r ;  

в) ( ) ( ) ( ), , ,a b c a b a c- = -
r rr r r r r ;  

г) ( ) ( ), 0 0, 0a a= =
r rr r  

для любых векторов ar , b
r

, cr . 
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1.47. Докажите, что в любом евклидовом пространстве справедли-
вы утверждения: 
а) если ( ), 0x a =

r r  для любого xr  и фиксированного ,ar  то 
0a =
rr ;  

б) если ( ) ( ), ,x a x b=
rr r r  для любого вектора xr  и фиксирован-

ных векторов ar  и b
r

, то a b=
rr . 

1.48. Докажите теорему Пифагора: ненулевые векторы ,a b
rr  евкли-

дова пространства ортогональны тогда и только тогда, когда 
2 22a b a b+ = +

r rr r . 

1.49. Докажите, что ортонормированная система векторов линейно 
независима. 

1.50. Докажите, что вектор b
r

 ортогонален линейной оболочке 
( )1,..., kL a ar r  тогда и только тогда, когда b

r
 ортогонален каждо-

му из векторов 1, ..., ka ar r . 
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