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МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

2.1. Симплекс-метод решения задачи 
линейного программирования 

Для решения задач линейного программирования симплекс-
методом следует выполнить ряд подготовительных операций. 

1. Привести задачу к каноническому виду. 
2. Преобразовать систему ограничений (уравнений) к специ-

альному виду, в котором переменные разделены на базисные и сво-
бодные, а соответствующее базисное решение − неотрицательное 
(оно называется допустимым базисным решением или опорным 
решением). Пример такой системы:  
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где  – базисные переменные,  – свободные 
переменные   

1 2, , , rx x xK 1 2, , ,r rx x x+ + K n

0

0,ib ≥ 1,2, , .i r= K

3. Исключить из целевой функции базисные переменные с 
помощью (1) и записать ее в виде 

1 1 ...r r n nf c x c x c+ ++ + + =

.n

.

. (2) 

Коэффициенты   называются оценками соответ-
ствующих переменных  

,ic 1, ,i r n= + K

1 2, , ,r rx x x+ + K

Из (1), (2) следует, что на допустимом базисном решении 

баз 1 2( ; ; ; ; 0; 0; ; 0) n
rx c c c= ∈Rr

K K
 целевая функция принимает значение баз 0( )f x c=
r  
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После выполнения подготовительного этапа заполняется на-
чальная симплекс-таблица: 

Б.н. С.ч. x1 … xr xr+1 … xp … xn  
x1 b1 1 … 0 a1 r+1 … a1 p … a1 n  
… … … … … … … … … …  
xq bq 0 … 0 aq r+1 … aq p … aq n bi/aip – min 
… … … … … … … … … …  
xr br 0 … 1 ar r+1 … ar p … ar n  
f c0 0 … 0 cr+1 … cp … cn  

Здесь и ниже используются следующие сокращения: 
1. Б.н. – базисные неизвестные. 
2. С.ч. – свободные члены. 
Таблица соответствует системе уравнений (1) с присоединен-

ной целевой функцией (2). Последняя строка таблицы называется 
строкой оценок. 

Пусть решается задача о нахождении минимума функции .f   
Тогда цель дальнейших симплексных преобразований таблиц состо-
ит в нахождении новых допустимых базисных решений, на которых 
значение целевой функции уменьшается (или не увеличивается).  
Алгоритм симплексных преобразований заключается в следующем. 

а) Если в строке оценок среди чисел ck (k ≠ 0) имеется хотя бы 
одна положительная (например cp), а в соответствующем столбце 
(разрешающем столбце) хотя бы один положительный элемент, то 
решение может быть улучшено. Среди указанных положительных 
элементов столбца в качестве разрешающего элемента aip выбира-
ется тот, которому отвечает минимальное отношение bi/aip. Если 
имеется несколько элементов с подобным свойством, то в качестве 
разрешающего выбирается любой из них. В таблице таким элемен-
том является aqp. Далее над таблицей проводятся элементарные 
преобразования: переменная xp становится базисной, а xq – свобод-
ной. На новом базисном решении значение целевой функции не 
увеличивается, и снова анализируется строка оценок. 

б) Если в строке оценок нет положительных чисел, то опти-
мальное решение найдено. 

в) Если в строке оценок есть положительное число, а в соот-
ветствующем ей столбце нет положительных элементов, то задача 
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ЛП не имеет решения. В задаче о нахождении минимума функции 
это обозначается так:  min .f = −∞

г) Если в последней строке нет положительных оценок, но при 
этом имеются свободные переменные, равные нулю, то задача имеет, 
по крайней мере, одно альтернативное решение (чтобы его получить, 
следует сделать еще одно преобразование, выбрав разрешающий 
столбец с нулевой оценкой). Как правило, множество оптимальных 
решений совпадает с выпуклой оболочкой всех альтернативных (ба-
зисных) решений. Исключением является случай, когда в процессе 
перебора альтернативных решений возникает нулевая оценка, такая, 
что в соответствующем столбце нет положительных чисел. 

При решении задачи о поиске максимума функции f алгоритм 
меняется только в том, что разрешающий столбец выбирается по 
отрицательной оценке в последней строке. 

11BПримеры 

1. Решить симплекс-методом задачу ЛП: 
1 2 3 4 52 3 2 mf x x x x x= − + − + − → in,
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) 3.

( )1 2 3 4 5; ; ; ; 0x x x x x x= ≥
r
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Р е ш е н и е .   
Переменные  − базисные. Исключив их из целевой 

функции, получаем  На исходном базисном реше-
нии  значение целевой функции 

3 4 5, ,x x x
1 26 7f x x+ − = −

(баз1 0;0; 1; 1;2x =
r

баз1( )f x = −
r  

Заполним начальную симплексную таблицу и преобразуем ее. 

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5  
x3 1 −1 1 1 0 0  
x4 1 1 −1 0 1 0 1/1 = 1<2 
x5 2 1 1 0 0 1 2/1 = 2>1 
f −3 6 −7 0 0 0  

x3 2 0 0 1 1 0  
x1 1 1 −1 0 1 0  
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x5 1 0 2 0 −1 1  
f −9 0 −1 0 −6 0  

Все оценки в последней строке неположительные, следова-
тельно, получено оптимальное решение ( )*

баз2 1;0;2;0;1 ,x x= =
r r  

 Заметим, что значения базисных переменных и 
целевой функции получены из первого столбца симплекс-таблицы. 

min баз2( )f f x= =
r 9.−

,
,
4.

0.

2. Решить симплекс-методом задачу ЛП: 

  
1 2 3 43 4 28 max,f x x x x= − + − − + →

 
( )1 2 3 4; ; ; 0x x x x x= ≥

r

 
1 2 3

1 2 4

2 4
3 8 2

x x x
x x x

− + + =⎧
⎨ − + =⎩  
Р е ш е н и е .   
Преобразуем целевую функцию: 1 22 3f x x+ + = Система име-

ет исходное базисное решение ( )баз1 0;0;4;24x =
r  со значением целе-

вой функции баз1( )f x = 0r . Заполним симплексную таблицу и преоб-
разуем ее в соответствии с алгоритмом. 

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 
x3 4 −2 1 1 0 
x4 24 3 −8 0 1 
f 0 2 3 0 0 

x2 4 −2 1 1 0 
x4 56 −13 0 8 1 
f −12 8 0 −3 0 

В последней строке есть положительная оценка  но в со-
ответствующем столбце нет ни одного положительного элемента, 
следовательно, задача не имеет решения  

1 8,c =

min .f = −∞  

3. Решить симплекс-методом задачу ЛП: 
1 2 3 4 5 2 minf x x x x x= + + + + + → ,если 
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( )

1 2 4

1 2 3

1 2 5

1 2 3 4 5

8,
2 3
3 2

; ; ; ; 0.

x x x
x x x
x x x

x x x x x x
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⎪ = ≥⎩
r

9,
9,=  
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Р е ш е н и е .   
Исходное базисное решение ( )баз1 баз10;0;9;8;9 , ( ) 28.x f x= =

r r  
Заполним начальную симплексную таблицу с учетом того, что 

 и выполним последовательность преобразований 
таблиц в соответствии с алгоритмом симплекс-метода. 

1 2 28f x x+ + =

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5  
x4 8 1 1 0 1 0 8/1 = 8 > 3 
x4 9 −2 3 1 0 0  
x5 9 3 −2 0 0 1 9/3 = 3 < 8 
f 28 1 1 0 0 0  

x4 5 0 5/3 0 1 –1/3 5 / (5/3) = 3 < 9 
x3 15 0 5/3 1 0 2/3 15 / (5/3) = 9 
x1 3 1 –2/3 0 0 1/3  
f 25 0 5/3 0 0 –1/3  

x2 3 0 1 0 3/5 –1/5  
x3 10 0 0 1 −1 1 10/1 = 10 < 25 
x1 5 1 0 0 2/5 1/5 5 / (1/5) = 25 
f 20 0 0 0 −1 0  

x2 5 0 1 1/5 2/5 0  
x5 10 0 0 1 −1 1  
x1 3 1 0 –1/5 3/5 0  
f 20 0 0 0 −1 0  

Анализ третьей и четвертой таблиц показывает, что минималь-
ное значение целевой функции min 20f =  достигается на соответ-
ствующих этим таблицам базисных решениях: ( )баз3 5;3;10;0;0x =

r и 
. Следовательно, общее оптимальное решение 

имеет вид:  
(баз4 3;5;0;0;10x = )r

( ) ( ) ( )*
баз3 баз4(1 ) 5;3;10;0;0 1 3;5;0;0;10x t x t x t t= + − = ⋅ + − ⋅

r r r
=

.

 

( )3 2 ; 5 2 ; 10 ; 0; 10 10 , [0,1]t t t t t= + − − ∈
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12BУпражнения 

Решите симплекс-методом следующие задачи ЛП: 
21. x при 01 3 4 54 8 7 maf x x x x= + + − + → x ≥r  и 

1 2 3 4

1 2 3 5

3 2 4
2 3

x x x x
x x x x
+ + + =⎧

⎨− + − + =⎩

,
3.

f x x= + →

 

22. axпри 01 22 m x ≥r  и 8,
1 2 3

1 2 4

1 2 5

2 2
3 1

,

2.

x x x
x x x

x x x

− + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − − = −⎩

f x x= + − →

 

23. xпри 01 23 2 4 ma x ≥r  и ,
1 2 3

1 2 4

1 2 5

3 2 6,
2 5 20
6 36.

x x x
x x x
x x x

− + + =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ + + =⎩

f x x= − + +

−  

24. n→ при 01 22 4 6 mi x ≥r  и 
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25. xпри 03 4 53 4 4 maf x x x= − + → x ≥r  и 
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26. n при 01 22 3 12 mif x x= − − + → x ≥r  и ,x
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27. ax при 02 33 1 m x ≥r  и 
1 2

1 2
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2 2 1,
3 2 4,
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28. axпри 01 22 mf x x= − → x ≥r  и 5,≤
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1 2

1 2
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x x
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29. xпри 01 2 4 54 2 maf x x x x= − + + − → x ≥r  и 
1 2 3
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1 2 5
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4,

8.

x x x
x x x

x x x

,− + =⎧
⎪− + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

30. при 02 314 4 28 maxf x x= + − → x ≥r  и 8,
1 2 3

1 2 4

1 2 5

3 9
2 3 1

,

2 10.

x x x
x x x
x x x

− + + =⎧
⎪ + +⎨
⎪ − + =⎩

m

m

,

b

=  

3B2.2. Метод искусственного базиса 

Для решения задачи ЛП симплексным методом необходимо, 
чтобы исходная система ограничений – уравнений имела вид, до-
пускающий неотрицательное базисное решение. Если это требова-
ние не выполнено, то можно решить симплекс-методом вспомога-
тельную задачу, что приведет систему ограничений к нужному ви-
ду. Алгоритм решения вспомогательной задачи следующий. 

1. Исходная система ограничений – уравнений переписывает-
ся в виде 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . .
... ,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 (1) 

где все свободные члены  0.ib ≥
2. В каждое уравнение системы (1) вводятся искусственные 

переменные  (или искусственный базис) 1 2, , , my y yK

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

... ,
... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . .
... .

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x y b
a x a x a x y b

a x a x a x y b

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + + =⎩

 (2) 

Решение системы (2)   
а сама система имеет допустимое базисное решение 

 

1 2 1 2( ; ; ; ; ; ; ; ) n m
n mx x x y y y +∈RK K

баз 1 2(0;0; ; 0; ; ; ; ) 0.mx b b= ≥
r

K K
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3. Рассматривается вспомогательная целевая функция 

1 2 1 2 1 2( , , , , , , , )n m mF x x x y y y y y y= + + +K K L
 и симплексным методом решается задача ЛП 

min,F → 1 2 1 2( ; ; ; ; ; ; ; ) 0n mx x x y y y ≥K K
 при ограничениях (2). 

Если эта задача имеет решение, то возможны два случая.  
1.  Тогда исходная система (1) не имеет неотрица-

тельных решений.  
min 0.F >

2.  Система (1) имеет неотрицательное базисное 
решение. Если в последней симплекс-таблице вспомогательной за-
дачи все искусственные переменные – свободные, то из этой таб-
лицы несложно получить систему уравнений, эквивалентную (1) и 
преобразованную к виду, необходимому для решения исходной 
задачи ЛП. 

min 0.F =

13BПримеры 

1. Преобразовать следующую систему уравнений к виду, до-
пускающему неотрицательное базисное решение: 

1 2 3 4

1 2 4 5

1 2 4 5

3 5 2 1
2 2

3 2

x x x x
x x x x

x x x x

− + + =⎧
⎪ − + − = −⎨
⎪ − + − = −⎩

,
4,
5.

4,
5,

2

 (3) 

Р е ш е н и е .   
Введем искусственные переменные  и  в двух последних 

уравнениях (в первом уравнении уже имеется базисная переменная 
) 

1y 2y

3x

1 2 3 4

1 2 4 5 1

1 2 4 5 2

3 5 2 1,
2 2

3 2

x x x x
x x x x y

x x x x y

− + + =⎧
⎪− + − + + =⎨
⎪− + − + + =⎩

 (4) 

и рассмотрим вспомогательную целевую функцию 1 .F y y= +  Учи-
тывая (4), получаем  

1 2 4 53 5 3 2F x x x x− + − + = 9. 
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Решим задачу min,F →   при ограни-
чениях (4): 

1 2 3 4 5 1 2( ; ; ; ; ; ; ) 0x x x x x y y ≥

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 y1 y2 
x3 1 3 −5 1 2 0 0 0 
y1 4 –2 2 0 –1 1 1 0 
y2 5 –1 3 0 –2 1 0 1 
F 9 –3 5 0 –3 2 0 0 

x3 1 3 –5 1 2 0 0 0 
x5 4 –2 2 0 –1 1 1 0 
y2 1 1 1 0 –1 0 –1 1 
F 1 1 1 0 –1 0 –2 0 

x3 6 8 0 1 –3 0 –5 5 
x5 2 –4 0 0 1 1 3 –2 
x2 1 1 1 0 –1 0 –1 1 
F 0 0 0 0 0 0 –1 –1 

Вспомогательная задача решена, min 0,F = искусственные пе-
ременные и  стали свободными переменными. Это означает, 
что система уравнений (3) преобразована к виду 

1y 2y

1 3 4

1 4 5

1 2 4

8 3
4 2

1,

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪− + + =⎨
⎪ + − =⎩

6,
,
 

допускающему неотрицательное базисное решение баз (0;1;6;0;2).x =
r  

2. Решить задачу ЛП: 1 2 32f x x x min= − + − → при условии 

 и ограничениях ( )1 2 3; ; 0x x x ≥
1 2 3

1 3

1 2

2 4
2 5,

2 2 3.

x x x
x x
x x

,+ + =⎧
⎪ − ≤⎨
⎪ + ≥⎩

 

Р е ш е н и е .   
Приведем сначала задачу к канонической форме, введя две  

балансовые переменные  Получим задачу: 4 50, 0.x x≥ ≥

1 2 32 mf x x x= − + − → in  
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при условии ( )1 5; ; 0x x ≥K  и ограничениях 
1 2 3

1 3 4

1 2 5

2 4
2 5

2 2

x x x
x x x
x x x

,
,
3.

+ + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

 

Эта задача эквивалентна первоначальной, но отсутствует ис-
ходный допустимый базис. Впрочем, во втором уравнении имеется 
базисная переменная x4, которую можно ввести в искомый базис. 
Для первого и третьего уравнений приходится ввести искусствен-
ные переменные x6 и x7. Получаем вспомогательную задачу ЛП: 

при условии 6 7 minF x x= + → ( )1 7; ;x x ≥K 0

,
,

3,

 и ограничениях 

1 2 3 6

1 3 4

1 2 5 7

2 4
2 5

2 2

x x x x
x x x

x x x x

+ + + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − + =⎩  

где x1, x2, x3 – исходные переменные, x4, x5 – балансовые перемен-
ные, x6, x7 – искусственные переменные. 

Заполняем симплекс-таблицу 1. При нахождении коэффициен-
тов последней строки для целевой функции F достаточно сложить 
уравнения, соответствующие искусственным переменным x6 и x7, 
т.е. первое и третье уравнения. В последней строке имеются сразу 
три положительных числа 4, 3 и 1. Выбираем первое из них. Разре-
шающий элемент находится в столбце x1 и строке x7. Производим 
шаг, в результате которого искусственное неизвестное x7 выходит 
из базиса, уступая в нем место неизвестному x1. При этом мы мо-
жем вычеркнуть столбец x7 из получающейся таблицы 2, поскольку 
искусственная переменная x7 стала свободной и для дальнейшего 
стала излишней.  

Таблица 1  

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 
x6 4 2 1 1 0 0 1 0 
x4 5 1 0 –2 1 0 0 0 
x7 3 2 2 0 0 –1 0 1 

f 0 2 –1 1 0 0 0 0 
F 7 4 3 1 0 –1 0 0 
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Таблица 2 

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 
x6 1 0 –1 1  0 1 1 –1 

x4 7/2 0 –1 –2 1 1/2 0 –1/2
x1 3/2 1 1 0 0 –1/2 0 1/2
f –3 0 –3 1 0 1 0 –1 
F 1 0 –1 1 0 1 0 –2 

В таблице 2 выбираем столбец с х3, поскольку стоящее в нем 
число 1 положительно. Разрешающий элемент находится в столбце 
x3 и строке x6. Производим шаг, в результате которого x6 выходит из 
базиса, уступая в нем место x3.  

Таблица 3 

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 x6 
x3 1 0 –1 1 0 1 1 
x4 11/2 0 –3 0 1 5/2 2 
x1 3/2 1 1 0 0 –1/2 0 
f –4 0 –2 0 0 –1 0 
F 0 0 0 0 0 0 –1 

Получаем таблицу 3, в которой можно вычеркнуть и столбец 
x6. Строка целевой функции F состоит из одних нулей и ее можно 
вычеркнуть. Таким образом, закончилась первая фаза. Поскольку в 
строке для целевой функции f уже нет положительных чисел, то 
второй фазы в данном случае не будет, т.к. мы уже достигли опти-
мального решения. При этом искусственные неизвестные в базис не 
входят. Таблицу 3 – без столбцов x6 и x7  – можно рассматривать как 
симплекс-таблицу для задачи в канонической форме, причем в ней 
содержится оптимальное решение этой задачи: 

minmin
3 114, ; 0;1; ; 0 .
2 2

f x ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
 

Поскольку нас интересуют непосредственно лишь значения 
неизвестных x1, x2, x3, то ответ запишется в виде: 

minmin
34, ; 0;1 .
2

f x ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

r
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14BУпражнения 

31. Преобразуйте следующую систему уравнений к виду, допус-
кающему неотрицательное базисное решение: 

а)  б)  
1 2 3

1 2 4

1 2 5

4 2 12
2 2

8 3 4 2

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + + =⎩

,
,
0;

0,
,

f x x= + →
0,

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 5

4 2 1
2 4

2 3 6.

x x x x
x x x x

x x x

+ − + =⎧
⎪ − − + =⎨
⎪ + + =⎩

Решите следующие задачи ЛП, используя метод искусственно-
го базиса для преобразования системы ограничений к виду, до-
пускающему опорное решение: 

32. ax при 1 25 m 1 2

1 2

2 5 1
0, 0.

x x
x x

+ ≤⎧
⎨ ≥ ≥⎩

 

33. x,при 01 2 3 43 5 6 maf x x x x= − − − + → x ≥r  и 

  1 2 3 4

1 2

2 11 12 3 14
1.

x x x x
x x

+ + + =⎧
⎨ + =⎩

,

f x x= +34. n→ при 01 22 3 mi x ≥r  и 
1 2 3

1 2 4

1 2 5

4 3 2 1
1,

2 5 25.

x x x
x x x

x x x

8,+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + + =⎩

 

35. inпри 01 23 mf x x= + → x ≥r  и 
1 2 3

1 2 4

1 2 5

2 4
1,

3 3

x x x
x x x
x x x

,

.

+ − =⎧
⎪ − + = −⎨
⎪ − − = −⎩

 

36. inпри  01 23 mf x x= + → x ≥r  и ,x
1 2 3

1 2 4

1 2 5

4,
2 2

2.

x x x
x x

x x x

+ − =⎧
⎪− + + =⎨
⎪ − + =⎩

 

37. при 02 314 maxf x x= − − → x ≥r  и 
1 2 3 4

1 2 4

3 4 5

2 8
4 3

7.

x x x x
x x x

x x x

,
,

− + + =⎧
⎪ − + = −⎨
⎪ + + =⎩

 

38. min→ при 01 36 3f x x= − − x ≥r  и 0,
1 2 3

2 3 4

1 3 5

3 3
5 3

,

3 6.

x x x
x x x
x x x

− − =⎧
⎪ + +⎨
⎪

=
− − =⎩
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39. inпри 01 22 mf x x= − − → x ≥r  и 
1 2 3

1 2 4

1 5

2,
1,

2.

x x x
x x x
x x

+ − =⎧
⎪ − + = −⎨
⎪ + =⎩

 

40. x при 01 28 2 11 maf x x= − + + → x ≥r  и 
1 2 3

1 2 4

1 3 4 5

3 4
4 2 5,
3 3

x x x
x x x
x x x x

,

8.

− − =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ + − + =⎩

 

2.3. Взаимно-двойственные задачи ЛП 
Следующие задачи линейного программирования в стандарт-

ной форме, записанные в матричной форме, называются симмет-
ричной парой взаимно-двойственных задач: 

Задача I Задача II 

0

,
0,

maxT

A x b
x

f c x c

⎧ ≤
⎪

≥⎨
⎪ = + →⎩

rr

r

r r
 

0

,
0,

min

T

T

A y c
y

b y cϕ

⎧ ≥
⎪ ≥⎨
⎪ = + →⎩

r r

r

r r
 

Здесь  

11 12 1

12 22 2

1 2

,

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

K K K K

K

11 21 1

12 22 2

1 2

m

mT

n n nm

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

K K K K

K
 

− матрица коэффициентов и транспонированная матрица; 
 − столбцы неотрица-

тельных неизвестных; 
1 2( ; ; ; ) 0,T

nx x x x= ≥
r

K 1 2( ; ; ; ) 0T
my y y y=

r
K ≥

1 2( ; ; ; ) ,T
mb b b b=

r
K 1 2( ; ; ; )T

nc c c c=
r

K  − столб-
цы правых частей; − константа. 0c

Решения задач I и II взаимосвязаны. Решив любую из них (ис-
ходную задачу), можно восстановить решение другой (двойствен-
ной задачи).  

Первая теорема двойственности. Если исходная задача име-
ет оптимальное решение, то и двойственная ей также име-
ет оптимальное решение. При этом оптимальные значения 
целевых функций обеих задач равны: max min .f ϕ=  
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Вторая теорема двойственности. Оптимальные решения 
* * * * T , * * * *

1 2( ; ; ; )my y y y=
r

K1 2( ; ; ; )nx x x x=
r

K T  пары двойственных 
задач связаны между собой следующими соотношениями: 

( )* *

1

0, 1, , ,
m

ik i k k
i

a y c x k n
=

⎛ ⎞
− ⋅ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ K

 

( )* *

1

0, 1, , .
n

ik k i i
k

a x b y i m
=

⎛ ⎞
− ⋅ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ K

 
Замечание. Если исходная задача неразрешима из-за неограничен-

ности целевой функции, то двойственная задача неразрешима из-за от-
сутствия допустимых решений (и наоборот). 

Пусть теперь рассматривается общая задача ЛП. Приведем 
правила построения двойственной задачи ЛП. Матрицу коэффици-
ентов при неизвестных дополним справа столбцом знаков нера-
венств  и равенств  для соответствующих ограничений, а 
также столбцом правых частей. Снизу матрицу дополним строкой 
ограничений для неизвестных: 

( ,≤ ≥) ( )=

( ) ( ),≥ ≤ , j jx x≥ ≤ ( )~ ,если   
при отсутствии ограничения на знак неизвестной; еще ниже доба-
вим строку коэффициентов целевой функции. В результате полу-
чим следующую матрицу: 

( )0 0 ;

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2 0 max

~

n

n

m m mn m

n

a a a b
a a a b

A
a a a b

c c c c
→

≤⎛ ⎞
⎜ ⎟≥⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ =⎜ ⎟
⎜ ⎟≥ ≤
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

M M O M M M%
K

K

K

⎟

⎟

 (1) 

Аналогичная матрица двойственной задачи выглядит следую-
щим образом: 

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

1 2 0 min

~

m

m

n n mn n

m

a a a c
a a a c

A
a a a c

b b b c
→

≥⎛ ⎞
⎜ ⎟≤⎜ ⎟
⎜ ⎟

′ = ⎜ =⎜ ⎟
⎜ ⎟≥ ≤
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

K

K

M M O M M M%
K

K

K

 (2) 
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Из сравнения матриц (1) и (2) видно, что числовые части этих 
матриц получаются друг из друга транспонированием. Столбец 
знаков неравенств в матрице A′%  совпадает со строкой ограничений 
на неизвестные в матрице A%  для знаков неравенств, а знаки  
меняются на знаки . Что же касается строки ограничений на не-
известные в матрице 

( )~
( )=

A′% , то она противоположна столбцу знаков 
неравенств в матрице A%   для знаков неравенств, а знаки  меня-
ются на знаки .  

( )=
( )~

При этом для пары двойственных задач с матрицами (1) и (2) 
остаются в силе формулировки первой и второй теорем двойствен-
ности. 

15BПримеры 

1. Сформулировать двойственную задачу линейного програм-
мирования для следующей задачи: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

4 4 1,
3 2 1,

2 4 5,
0, 0,

2 4 4 ma

x x x
x x x

x x x
x x

f x x x

− − ≤⎧
⎪ − + ≥ −⎪
⎨ + + =⎪
⎪ ≤ ≥⎩
= − + − → x.

 

Р е ш е н и е .  
Составим расширенную матрицу данной задачи ЛП: 

max.

4 4 1 1
1 3 2 1
2 1 4 5

~
1 2 4 4

A

→

− − ≤⎛ ⎞
⎜ ⎟− ≥ −⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟≤ ≥⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

%

 

В соответствии с указанными правилами расширенная матрица 
двойственной задачи будет выглядеть следующим образом: 
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max.

4 4 1 1
1 3 2 1
2 1 4 5

~
1 2 4 4

A

→

− − ≤⎛ ⎞
⎜ ⎟− ≥ −⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟≤ ≥⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

%

   

min.

4 1 2 1
4 3 1 2
1 2 4 4

~
1 1 5 4

A

→

≤⎛ ⎞
⎜ ⎟− − ≥ −⎜ ⎟

′ ⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟≥ ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

%

Поэтому развернутая запись двойственной задачи имеет вид: 
1 2 3

1 2 3

1 2 2

1 2

1 2 3

4 2 1,
4 3 2,

2 4 4,
0, 0,

5 4 min

y y y
y y y

y y y
y y

y y yϕ

+ + ≤⎧
⎪− − + ≥ −⎪
⎨− + + =⎪
⎪ ≥ ≤⎩
= − + − → .

.

max 1 2( ; ) (4; 6) ,x x x= =
r

max 13.f

 

2. Найти решение следующей задачи ЛП, используя первую и 
вторую теоремы двойственности:  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1,
2 1,

, , 0,
16 14 6 3 min.

y y y
y y y

y y y
y y yϕ

+ − ≥⎧
⎪ + − ≥⎨
⎪ ≥⎩
= + − + →

 

Р е ш е н и е .  
По общему правилу составим двойственную задачу: 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 16,
2 14,
3 6,

, 0,
3 max

x x
x x
x x

x x
f x x

+ ≤⎧
⎪ + ≤⎪
⎨− − ≤ −⎪
⎪ ≥⎩
= + + →

 

Двойственная задача совпадает с задачей из примера 1 пара-
графа 1.2, которая была решена графическим методом, и ее опти-
мальное решение  * * * T T =  Чтобы найти 
оптимальное решение исходной задачи, заметим прежде всего, что 
выполняются строгие неравенства  Этим переменным 
соответствуют первые два неравенства исходной задачи, которые 
по второй теореме двойственности обращаются в равенства: 

* *
1 20, 0.x x> >
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* * *
1 2 3

* * *
1 2 3

2 3

2 1

y y y

y y y

⎧ + − =⎪
⎨

+ − =⎪⎩

1,

.

*
2

 
Чтобы найти недостающее уравнение, подставим значения 

*
1 ,x x  в неравенства двойственной задачи: 

4 2 6 16,
2 4 6 14,

3 4 6 6.

+ ⋅ =⎧
⎪ ⋅ + =⎨
⎪− ⋅ − < −⎩

 

Поскольку третье неравенство строгое, то по второй теореме 
двойственности соответствующая этому неравенству переменная 

 Таким образом, имеем систему уравнений: *
3 0.y =

* * *
1 2 3

* * *
1 2 3

*
3

2 3 1

2 1

0,

y y y

y y y

y

⎧ + − =
⎪

+ − =⎨
⎪

,

,

=⎩
 

откуда  При этом достигается ми-

нимум функции 

* * * * T
min 1 2 3( ; ; ) (1/ 3; 1/ 3; 0)y y y y= =
r T .

min
1 116 14 3 13,
3 3

ϕ = ⋅ + ⋅ + =  что совпадает с найден-

ным значением  max 13.f =

16BУпражнения 

41. Какие из задач ЛП являются взаимно-двойственными:  

а) при 1 22 13 11 maf x x= − + → x 0x ≥
r

  и 
1 2

1 2

1 2

8 3,
2 4 7,

10 6 5;

x x
x x

x x

− + ≤⎧
⎪ − ≤⎨
⎪− + ≤ −⎩

 

б) при 1 2 313 7 10 15 minf x x x= − + − − → 1 20, 0x x≤ ≥  и 

  1 2 3

1 2 3

3 3 3,
2 8 6 12

x x x
x x x

− + + ≤⎧
⎨ − + =⎩ ;

nв) при 1 2 33 7 5 11 mif x x x= + − + → 0x ≥
r

 и 

  1 2 3

1 2 3

2 10 2,
8 4 6 1

x x x
x x x
− + − ≥⎧
⎨ − + ≥ −⎩ 3;
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г) при   и  1 25 12 15 maf x x= + − → x
?

x

1 0x ≥
1 2

1 2

1 2

2 13,
3 8 7,

9 6 10

x x
x x

x x

− + ≥ −⎧
⎪ − ≤⎨
⎪− + = −⎩

42. Постройте задачу двойственную к данной задаче ЛП: 

а) при 1 22 3 4 maf x x= + − → 0x ≥
r

 и 

1 2

1 2

1 2

1 2

2,
2 3,

2 3 5,
4 5

x x
x x

x x
x x 7;

− + ≤⎧
⎪ + ≥⎪
⎨ − =⎪
⎪− + = −⎩

 

б) при 1 2 33 2 mif x x x= + − → n 1 20, 0x x≤ ≥  и 

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4
2 3 4
3 4 5

x x x
x x x
x x x

+ + ≤⎧
⎪ − + ≥⎨
⎪ − − =⎩

,
5,
6;

nв) при 1 24 3 1 mif x x= − + → 0x ≥
r

  и 1 2 3

1 2 3

2 3 4,
4 5 6
x x x

x x x
+ + =⎧

⎨ 7;− + =⎩
 

г)  1 2 211 12 32 15 maxf x x x= − − − →

при   и  1 30, 0,x x≥ ≤
1 2

1 3

1 2 3

2 3,
3 4 5,

6 7 8 10.

x x
x x

x x x

− ≥ −⎧
⎪ + ≤⎨
⎪− + − ≥ −⎩

Сформулируйте двойственную задачу ЛП для поставленной 
исходной задачи и решите ее графическим методом. Используя 
теоремы двойственности, найдите оптимальное решение ис-
ходной задачи. 

43. x при 0x ≥1 2 33 9 4 maf x x x= − + →
r

 и 1 2 3

1 2 3

4,
3 6 2 15.

x x x
x x x
− + − ≥ −⎧

⎨ − + ≥ −⎩
 

44. min→ при 0x ≥1 2 32 3f x x x= − + + +
r

 и 1 2 3

1 2 3

2,
2 1

x x x
x x x .
− + + ≥⎧

⎨− + − ≥⎩
 

45. n при 0x ≥1 2 3 44 12 30 4 mif x x x x= + + + →
r

 и 

  1 2 3

1 2 3 4

5 3
3 2

x x x
x x x x
− + + ≥⎧

⎨ + + − ≥⎩

4,
3.

f x x x= + + + →46. n при 0x ≥1 2 32 3 7 12 mi
r

 и 1 2 3

1 2 3

2 4
6.

x x x
x x x

,− − + ≥⎧
⎨ + + ≥⎩
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47. nпри 0x ≥1 2 3 45 6 mif x x x x= + + + →
r

 и 

  1 2 3 4

1 3 4

3 6 2 2 36
3 2 4 24.

x x x x
x x x
+ − + ≥⎧

⎨ + − ≥⎩

,

f x x x= − + →48. nпри 0x ≥1 2 33 4 mi
r

 и 1 2 3

1 2 3

3 4
2 2

x x x
x x x

,
5.

− + − ≥ −⎧
⎨ − + ≥ −⎩

 

49. Пусть 2.k  Докажите, что задачи ЛП 1k k≤ ≤ 1 2 min,f kx x= − →  

max при 0x ≥
r

 и 1 1 2 1

2 1 2

,
1,

k x x k
k x x

− ≤⎧
⎨ − ≥ −⎩

 неразрешимы, т.е. 

 min max, .f f= −∞ = ∞

50. Для положительных значений a  и b  решите задачу ЛП: 

а) при 1 2 36 10 3 mif x x x= + + → n 0x ≥
r

 и 1 2 3

1 2 3

2 2 2
3 5

,
;

x x x a
x x x b
− + ≥⎧

⎨ + − ≥ −⎩
 

б) при 1 2 33 4 35 mif x x x= − + + → n 0x ≥
r

 и 1 2 3

1 2 3

3 4 5
7 .

,x x x a
x x x b
− − ≥ −⎧

⎨ − + + ≥ −⎩
 

2.4. Двойственный симплекс-метод 

Двойственный симплекс-метод, как и обычный симплекс-
метод, используется для нахождения решения задач ЛП. Допустим, 
что решается задача на максимум. Тогда свободные члены системы 
нетривиальных ограничений могут быть любыми числами, а оценки 
должны быть только неотрицательными.  

Начальная симплекс-таблица имеет вид:  
1 2 1

1 1 1, 1

2 2 2, 1

, 1 ,

, 1

1

Б.н. С.ч.
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0

0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

l m m

m n

m n

l l l m l n

m m m m

m n

1

2

n

mn

x x x x x x
x b a a
x b a a

x b a a

x b a
f

+

+

+

+

+

+

a
Δ Δ

K K K

K K K

K K K

M M M M M M M M M M

K K K

M M M M M M K M M

K K K

K

M

M

. 
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Вектор  называется псевдопланом. Если 
псевдоплан не содержит отрицательных чисел, то он является оп-
тимальным планом задачи, поскольку все 

1 2( , ,..., ,0,...,0)mx b b b=
r

0jΔ ≥  и решается задача 
на максимум. Если же псевдоплан содержит отрицательные числа, 
то для определения оптимального плана задачи (при условии его 
существования) следует переходить от одной симплекс-таблицы к 
другой до тех пор, пока в свободном столбце не останется ни одно-
го отрицательного элемента. При этом элементы последней строки 
должны оставаться неотрицательными. Более подробно: выбирают 
отрицательное число (обычно, наибольшее по абсолютной величи-
не) в столбце свободных членов. В том случае, когда таких чисел 
несколько, берут какое-нибудь одно из них – пусть это число . 
Выбор этого числа определяет переменную, исключаемую из бази-
са, т.е. в данном случае из базиса выводится переменная . Чтобы 
определить, какая переменная становится базисной, находим до-
пустимые отношения и выбираем минимум из них , 
где . Если это минимальное значение принимается при

lb

lx

min( / )j lja−Δ
0lja < j r= , 

то в базис вводят переменную ; число  является разрешающим 
элементом. Переход к новой симплекс-таблице производят с помо-
щью элементарных преобразований строк (итерация Гаусса), т.е. по 
обычным правилам симплекс-метода. Итерационный процесс про-
должают до тех пор, пока в свободном столбце не будет больше от-
рицательных чисел. Получившееся опорное решение и будет опти-
мальным решением исходной задачи.  

rx lra

Замечание. Если на некотором шаге симплекс-метода окажется, что 
для какого-то отрицательного элемента свободного столбца в содержа-
щей его строке нет отрицательных чисел, то исходная задача не имеет 
решения.  

Примеры 

1. Найти 1 2 32 mf x x x ax= + + →  при условиях  

0x ≥
r

и 
1 2 3

1 2

1 2

8,
4,

2 6.

x x x
x x
x x

+ + =⎧
⎪ − ≥⎨
⎪ + ≥⎩
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Р е ш е н и е .  
Запишем систему нетривиальных ограничений исходной зада-

чи ЛП в канонической форме, введя балансовые переменные , 
а затем перепишем ее так, что коэффициенты при базисных пере-
менных равны 1: 

4 5,x x

1 2 3

1 2 4

1 2 5

8,
4,

2 6

x x x
x x x
x x x

+ + =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ + − =⎩ , .

  или   
1 2 3

1 2 4

1 2 5

8,
4,

2 6

x x x
x x x
x x x

+ + =⎧
⎪− + + = −⎨
⎪− − + = −⎩

 

Получаем следующую симплекс-таблицу 

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 
x3 8 1 1 1 0 0 
x4 –4 –1 1 0 1 0 
x5 –6 –1 –2 0 0 1 
f 16 1 1 0 0 0 

Поскольку если все оценки неотрицательны можно применять 
двойственный симплекс-метод. Так как в столбце свободных чле-
нов имеются два отрицательных числа 4−  и 6− , то можно перейти к 
новой симплекс-таблице. Так как наибольшее по модулю отрица-
тельное число в столбце свободных членов есть 6− , то исключаем 
из базиса переменную . Чтобы определить разрешающий столбец, 

находим 

5x
1 1 1min{ , }
1 2 2

=
− −
− − , т.е. минимальное отношение элементов 

строки оценок к отрицательным числам разрешающей строки  
(с противоположным знаком) дает столбец переменной . Умно-

жая третью строку на  

2x
1 ,
2

−  получаем таблицу  

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 
x3 8 1 1 1 0 0 
x4 –4 –1 1 0 1 0 
x5 3 1/2 1  0 0 –1/2

f 16 1 1 0 0 0 
и переходим к новой симплекс-таблице с помощью элементарных 
преобразований строк (разрешающий элемент выделен в рамку):  
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Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 
x3 5 1/2 0 1 0 1/2 
x4 –7 –3/2 0 0 1 1/2 
x2 3 1/2 1  0 0 –1/2

f 13 1/2 0 0 0 1/2 

Аналогично, так как в свободном столбце последней таблицы 
есть отрицательное число –7, то рассмотрим элементы второй стро-

ки. Среди этих чисел есть одно отрицательное 3 .
2

−  Если бы такое 

число отсутствовало, то исходная задача была бы неразрешима. 
Выбор разрешающего элемента здесь однозначен, умножая вторую 

строку на 2 ,
3

−  приходим к таблице  

Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 
x3 5 1/2 0 1 0 1/2 
x4 14/3 1  0 0 –3/2 –1/3

x2 3 1/2 1 0 0 –1/2
f 13 1/2 0 0 0 1/2 

и переходим обычным образом к новой симплекс-таблице  
Б.н. С.ч. x1 x2 x3 x4 x5 
x3 8/3 0 0 1 1/3 2/3 
x1 14/3 1  0 0 –2/3 –1/3

x2 2/3 0 1 0 1/3 –1/3
f 32/3 0 0 0 1/3 2/3 

Итак, в последней строке и в столбце свободных членов нет  

отрицательных элементов, поэтому план 14 2 8, ,
3 3 3

x
∗ ⎛= ⎜

⎝ ⎠
⎞
⎟

r
 является 

оптимальным и max
32( )
3

f f x
∗

= =
r

. 

0BВ качестве применения двойственного симплекс-метода рас-
смотрим на примере метод одновременного решения пары сим-
метричных взаимно двойственных задач. 
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2. Решить симплекс-методом исходную задачу (I) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 47 2 1,
9 52 2 4,
5 30 1,

0, 0, 0,
106 610 23 41 max,

x x x
x x x
x x x

x x x
f x x x

− − ≤⎧
⎪− + + ≤⎪⎪− + + ≤⎨
⎪ ≥ ≥ ≥⎪

= − + + + →⎪⎩

 

а двойственным симплекс-методом двойственную задачу (II)  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 9 5 106,
47 52 30 610,
2 2 23,

0, 0, 0,
4 41

y y y
y y y

y y y
y y y

y y yϕ

− − ≥ −⎧
⎪− + + ≥⎪⎪− + + ≥⎨
⎪ ≥ ≥ ≥⎪
⎪ = + + + →⎩ min .

 

Р е ш е н и е .   
Запишем исходные таблицы для обеих задач рядом. Но двойст-

венную задачу эквивалентно преобразуем в задачу отыскания мак-
симума. Для этого нетривиальные неравенства домножим на (–1), а 
в качестве целевой функции рассмотрим функцию ( ) ( )g y yϕ= −

r r .  
В двойственной задаче будем выбирать ту же разрешающую 

строку, что и разрешающий столбец в исходной задаче: допусти-

мые отношения j

pja
⎛ ⎞Δ
−⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟  будем писать под индексной строкой двой-

ственной задачи. 
Б.н. С.ч. х1 х2 х3 х4 х5 х6 д/о  Б.н. С.ч. у1 у2 у3 у4 у5 y6

х4 1 8 –47 –2 1 0 0 –  у4 106 –8 9 5 1 0 0
х5 4 –9 52 2 0 1 0 2  у5 –610 47 –52 –30 0 1 0
х6 1 –5 30 1  0 0 1 1  у6 –23 2 –2 1−  0 0 1

f 41 106 –610 –23 0 0 0   g –41 1 4 1 0 0 0
           д/о – 2 1 – – –

Итак, получили, что опорному исходной задачи õr  = (0, 0, 0, 1, 4, 1) 
соответствует псевдоплан двойственной задачи ór  = (0, 0, 0, 104, –610, –23).  
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Произведем точно так же еще две итерации Гаусса на обеих 
таблицах.  

Б.н. С.ч. х1 х2 х3 х4 х5 х6 д/о Б.н. С.ч. у1 у2 у3 у4 y5 у6 

х4 3 –2 13 0 1 0 2 – у4 –9 2 –1 0 1 0 5 
x5 2 1 –8 0 0 1 –2 2 y5 80 –13 8 0 0 1 –30

x3 1 –5 30 1 0 0 1 – y3 23 –2 2 1 0 0 –1 
f 64 –9 80 0 0 0 23  g –64 3 2 0 0 0 1 
          д/о – 2 – – – – 

 
х4 7 0 –3 0 1 2 –2   у2 9 –2 1 0 –1 0 –5 
x1 2 1 –8 0 0 1 –2   y5 8 3 0 0 8 1 10 
x3 11 0 –10 1 0 5 –9   у3 5 2 0 1 2 0 9 
f 82 0 8 0 0 9 5   17Bg –82 7 0 0 2 0 11 

Тем самым, обе задачи решены, т.е. найдены оптимальные ре-
шения: 

max min 82,f ϕ= = ( )max 2; 0;11 ,õ =
r  ( )min 0; 9; 5 .ó =

r  

Введем соответствие между переменными двойственных задач 

4 5 6 1 2

*
1 2 3 4 5 6

3x x x x x x x

x y y y y y y
b b b b b b b  

Заметим, что базисным переменным одной задачи отвечают сво-
бодные переменные двойственной задачи и наоборот. Далее, если 
свободная переменная jx  входит в разложение базисной перемен-
ной  с коэффициентомix γ , то *

ix  входит в разложение *
jx  с коэф-

фициентом ,γ−  например, для исходных симплекс-таблиц: 
и , поскольку 4 3... 2 ...x x= + + * *

3 4... 2 ...x x= − + 6 1... 2 ...y y= − +  Ука-
занное свойство выполнено для любой пары симплексных таблиц.  

Значит, получив оптимальное решение одной задачи, можно 
автоматически найти оптимальное решение двойственной задачи: 
если в задаче ЛП выделен допустимый базис и базисные перемен-
ные исключены из целевой функции, то оптимальным решением 
двойственной задачи являются оценки последней симплекс-табли-
цы при базисных переменных исходной симплекс-таблицы. 
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3. Найти оптимальное решение двойственной задачи, решив 
данную задачу ЛП:  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 2 5 2,
5 2 1,
7 3 24,

0, 0, 0,
2 78

x x x
x x x
x x x

x x x
f x x x

− + − ≤ −⎧
⎪ − + ≤ −⎪⎪ + + ≤⎨
⎪ ≥ ≥ ≥⎪
⎪ = − − − + →⎩ max

 

Р е ш е н и е .   
Добавим балансовые переменные и запишем задачу в канони-

ческой форме:  

Б.н. С.ч. х1 х2 х3 х4 х5 х6 
х4 –2 –11 2 –5 1 0 0 
х5 –1 5 1−  2 0 1 0 

х6 24 7 1 3 0 0 1 
f 78 1 2 1 0 0 0 
 д/о – 2 –    

Полученная таблица соответствует первому псевдоплану  
(0, 0, 0, –2, –1, 24), который не является допустимым, а, следова-
тельно, не является оптимальным. 

В двойственном симплекс-методе для выбора разрешающего 
элемента в начале каждой итерации сначала выбирается разре-
шающая строка по отрицательному свободному члену. Для этого в 
отличие от обычного симплекс-метода под таблицей предыдущей 
итерации выписывается строка допустимых отношений. В данном 
случае мы выбрали 2-ю строку и по минимальному допустимому 
отношению – столбец х2, разрешающий элемент выделен в рамку. 
Приведем заключительные итерации Гаусса: 

19BБ.н. С.ч. х1 х2 х3 х4 х5 х6 
х4 –4 –1 0 1− 1 2 0 

х2 1 –5 1 –2 0 –1 0 
х6 23 12 0 5 0 1 1 
f 76 11 0 5 0 2 0 
 д/о 11 – 5  –  

 
 49



х3 4 1 0 1 –1 –2 0 
х2 9 –3 1 0 –2 –5 0 
х6 3 7 0 0 5 11 1 
f 56 6 0 0 5 12 0 

Получим оптимальное решение исходной задачи  

 Теперь легко выписать 

( )max 0; 9; 4 ,х =
r

max 56.f = max
17 5,0, ,0,1
6 6

f f ⎛= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  оптимальное 

решение двойственной задачи ( ) minmin 5;12; 0 , 56.y ϕ= =
ur

 

Упражнения 

Двойственным симплекс-методом найдите решение следую-
щих задач ЛП. 

51. при 0x ≥1 210 10 maxf x x= − − + →
r

 и 2,
1 2 5

1 2 3

1 2 4

2 2
2 2

1,

4 2 1.

x x x
x x x
x x x

− − + = −⎧
⎪− + +⎨
⎪

= −
− + + = −⎩

f x x= − − − →

 

52. x при 0x ≥2 42 4 3 ma
r

 и 
1 2

2 3 4

2 4 5

2 1,
2,

2 4

x x
x x x
x x x

− + = −⎧
⎪

1.
− + − = −⎨
⎪ − + = −⎩

 

53. xпри 0x ≥2 35 4 4 maf x x= − − + →
r

 и 9,
1 2 5

2 3 5

2 4

2 3 11
2 3

,

2.

x x x
x x x

x x

− + = −⎧
⎪− + −⎨
⎪− + = −⎩

f x x= − − + →

= −  

54. x при 0x ≥1 32 6 44 ma
r

 и 9,
1 2

2 3 5

1 4

3 4 17,
2 3 2

3 1.

x x
x x x

x x

− − = −⎧
⎪− − +⎨
⎪− + = −⎩

f x x= − − − →

= −  

55. x при 0x ≥4 55 7 7 ma
r

 и 3,
1 4 5

3 4 5

2 4 5

2 7,
3 6

4 11.

x x x
x x x
x x x

− − = −⎧
⎪− + −⎨
⎪

= −
− − − = −⎩
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56. при 01 211 2 maxf x x= − − → x ≥r  и ,x
1 2 3

1 2 4

1 2 5

3,
3 5

2 2 2.

x x x
x x
x x x

− − + = −⎧
⎪− + + =⎨
⎪ − + =⎩

 

57. при 02 314 maxf x x= − − → x ≥r  и ,
1 2 3 4

1 2 4

3 4 5

2 8
4 3

,

7.

x x x x
x x x

x x x

− + + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + + =⎩

−  

58. при 03 4 5 minf x x x= + + → x ≥r  и  
1 2 3

1 2 4

1 2 5

2 3 2
2 1

2 1

x x x
x x x
x x x

+ − =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ − + =⎩

3,
,
.

f x x= − − + →59. x при 01 23 33 ma x ≥r  и 
1 2

1 2

1 2 3

3 12,
12 5 13,

2 5 17.

x x
x x

x x x

+ ≥⎧
⎪ + ≤⎨
⎪ + + =⎩

 

60. Докажите, что если в симплекс-таблице имеется строка вида 

20BБ.н. С.ч. х1 х2 х3 х4 х5 х6 
х2 –1 5 4 2 0 7 0 

, 

то задача ЛП неразрешима. 
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