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Г л а в а  2  

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И 
КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

2.1. Линейные преобразования и их матрицы 
Линейные преобразования возникают в разных разделах мате-

матики. Простейшие примеры – сопряжение комплексных чисел, 
транспонирование матриц, дифференцирование функций. Симмет-
рические преобразования связаны с квадратичными формами, а ор-
тогональные преобразования – с движениями. Координатами ли-
нейного преобразования является его матрица в некотором базисе. 
Линейные преобразования широко применяют и в экономическом 
моделировании. Например, вектор конечного выпуска-потребления 
в модели «затраты-выпуск» Леонтьева можно рассматривать как 
образ вектора валового выпуска в преобразовании – «производстве 
по линейной балансовой модели». Матрица этого пребразования – 
обратная к матрице полных затрат. 

Основные сведения 
Отображение f  линейного пространства V  в себя называется 

линейным преобразованием (линейным оператором), если для лю-
бых векторов ,x y VÎr r  и для любого lÎR  выполняются свойства:  

( ) ( ) ( ),f x y f x f y+ = +
r r r r

 ( ) ( ),f x f xl l=r r
 

называемые аддитивностью и однородностью соответственно. 
Если в пространстве V  задан базис ( )1 2, , ..., ,nE e e e=

r r r  то линей-
ному преобразованию f  можно сопоставить квадратную матрицу 
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столбцы которой являются координатными столбцами векторов 
1 2( ), ( ),..., ( )nf e f e f er r r  в базисе :E  

1
( ) , 1, ,

m
j

j ij i
i

f e a e E a j n
=

= = × =år r  

где ja -столбец с номером j  матрицы ( ).fA E  
Матрица ( )fA E  называется матрицей преобразования f в бази-

се .E  
Пусть ( )1 2, , ..., nE e e e=

r r r  и ( )1 2, , , nE e e e¢ ¢ ¢ ¢=
r r rK  - два базиса про-

странства ;V  ,E ET¢ =  где T  – матрица перехода от базиса E  к ба-
зису .E¢  Матрицы A  и A¢  линейного преобразования f относитель-
но базисов E  и E¢ связаны равенством 

1 .A T AT-¢ =  
Матрица B  называется подобной матрице ,C  если существует 

такая невырожденная матрица ,T  что выполняется равенство 
1 .B T CT-=  Таким образом, матрицы, отвечающие одному линейно-

му преобразованию в двух различных базисах, подобны друг другу. 
Образом Im f  линейного преобразования f  называется его об-

ласть значений, а ядром Kerf -множество векторов x VÎr  таких, что 
( ) 0.f x =

r  Образ и ядро линейного преобразования f  являются ли-
нейными подпространствами в пространстве .V  Размерность образа 
называется рангом линейного преобразования f  и равна рангу мат-
рицы линейного преобразования в каком-нибудь базисе; размер-
ность ядра вычисляется по формуле dimKer dimIm .A n A= -  

Пусть f  – линейное преобразование евклидова пространства 
.nR  Преобразование f *  называется сопряженным к ,f  если для 

любых , nx yÎRr r  справедливо равенство ( ( ), ) ( , ( )),f x y x f y*=
r r r r  где 

( , )x y -
r r  скалярное произведение xr  и .yr  

Пусть преобразованию f  в ортонормированном базисе отвеча-
ет матрица A . Тогда преобразованию f *  будет отвечать в том же 
базисе матрица .TA  

Линейное преобразование f  называется симметрическим, если 
оно совпадает со своим сопряженным ,f *  т.е. ( ( ), ) ( , ( ))f x y x f y=

r r r r  
для любых , .nx yÎRr r  Матрица A  линейного преобразования f  в 
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ортонормированном базисе является симметрической, т.е. 
,TA A= только если f -  симметрическое преобразование. 

Линейное преобразование f  в пространстве nR  называется 
ортогональным,  если для любых векторов , nx yÎRr r  выполняется 
равенство ( ) ( )( ) ( ), , .f x f y x y=

r r r r  Матрица A  линейного преобразо-
вания f  в ортонормированном базисе ортогональна, т.е. 

,TA A E= только если f  ортогонально. 

Примеры 

1. Какие из следующих преобразований f  пространства nR  
являются линейными: 
а) ( )f x a=

r r (ar  - фиксированный вектор); 
б) ( ) , 0f x xl l= ¹

r r (l  – фиксированное число); 

в) ( ) ( , )f x x a b=
rr r r ( ,a b

rr  – фиксированные векторы); 
г) 2

1 2 3 1 2 3 2 1( , , ) (2 , 3 , )?f x x x x x x x x= + +  
Р е ш е н и е .  
а) Так как для любого линейного преобразования f  образ ну-

левого вектора равен нулю: ( )0 0,f =
r

то преобразование ( )f x a=
r r  

является линейным только если 0.a =
r  

б) Заметим, что для любых векторов ,y zr r  и для любого дейст-
вительного числа m  выполняются равенства: ( )y z y zl l l+ = +

r rr r  и 
( ) ( ).y yl m m l=

r r  Поэтому указанное преобразование является линейным. 
в) Также как в п. б) легко проверить, что для любых векторов 

,y zr r  и для любого действительного числа m  выполняются равенст-
ва: ( , ) ( , ) ( , ) ,y z a b y a b z a b+ = +

r r rr r r r rr r ( , ) ( , ) .y a b y a bm m=
r rr r r r  Отсюда следу-

ет, что данное преобразование является линейным. 
г) Данное преобразование не является линейным, так как век-

тор ( )1, 0, 0x =r  переходит в вектор ( )2, 0,1 ,y =r  а вектор 
( )2 2, 0, 0x =r  в вектор ( )8, 0, 2 2 .z y= ¹

rr  
2. Найти матрицы линейных преобразований пунктов б), в) 

примера 1.1 в стандартном базисе 
1 2(1, 0, ..., 0), (0,1, ..., 0), ..., (0, ..., 0,1).ne e e= = =

r r r  
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Р е ш е н и е .  
б) Линейное преобразование ( )f x xl=r r  переводит векторы 

стандартного базиса 1er , 2er , …, ner  в векторы 1 ( , 0, ..., 0)el l=
r , 

2 (0, , ..., 0)el l=
r , …, (0, ..., 0, )nel l=

r . Поэтому матрицей данного 
преобразования является диагональная матрица с числом l  по 
главной диагонали: 

0 0
0

.
0

0 0

l
l

l

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø
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K  

в) Если в стандартном базисе векторы ,a b
rr  имеют вид 

1 2( , , ..., ),na a a a=
r  1 2( , , ..., ),nb b b b=

r
 то данное преобразование пере-

водит векторы стандартного базиса jer  в векторы ( , ) ,j ja e b a b=
r rr r  

1, 2, ..., .j n=  Поэтому матрица соответствующего линейного преоб-
разования имеет вид 

1 1 2 1 1

1 2 2 2 1
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3. Найти образ и ядро линейных преобразований пунктов б), в) 
примера 1. 
Р е ш е н и е .   
б) Рассмотрим преобразование ( ) , 0.f x xl l= ¹

r r  Так как 0,l ¹  
то 0xl =

rr  тогда и только тогда, когда 0,x =r  и ядро преобразования 
f  состоит только из нулевого вектора, так что Ker 0.f =  Далее, для 

любого вектора nyÎRr  существует вектор nxÎRr  такой, что 
( ) .f x y=
r r  Действительно, если ,x yl =

r r  то можно положить 1 ,x yl-=
r r  

поэтому Im .nf = R  
в) Рассмотрим теперь преобразование ( ) ( , ) .f x x a b=

rr r r  Если 
( ) 0,f x =
r  то ( , ) 0,x a =

r r  т.е. ядро преобразования f  состоит из векто-
ров, ортогональных вектору ,ar  и его размерность равна 1.n-  Образ 
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f  состоит из векторов, коллинеарных вектору ,b
r

 Следовательно, 
dimIm 1f =  и ранг преобразования f  равен 1. Заметим, что в обоих 
случаях сумма размерностей ядра и образа линейного преобразова-
ния равна размерности пространства. 

4. Матрица A  линейного преобразования f  в некотором бази-

се 1 2,e er r  имеет вид 
1 2

.
1 3

A æ ö
= ç ÷-è ø

 Найти матрицу A¢  преобразования 

f  в новом базисе, состоящем из векторов 1 1 2 2 1 2, 2 .e e e e e e¢ ¢= + = +
r r r r r r  

Р е ш е н и е .  
Матрица перехода от базиса ( )1 2,E e e=

r r  к базису ( )1 2,E e e¢ ¢ ¢=
r r  

имеет вид 
1 1

,
1 2

T æ ö
= ç ÷
è ø

 т.е. .E ET¢ =  Поэтому матрица A¢  преобразо-

вания f  в новом базисе находится следующим образом: 

1 4 5
.

1 0
A T AT- æ ö¢ = = ç ÷-è ø

 

5. Доказать, что поворот fj  на угол j  в пространстве 2R  яв-
ляется ортогональным преобразованием и найдите его матрицу в 
стандартном базисе. 
Р е ш е н и е .  
Очевидно, что при повороте на угол j  векторы стандартного 

базиса 1 2(1, 0), (0,1)e e= =
r r  переходят в векторы 1 (cos , sin ),e j j¢ =

r  
2 ( sin , cos ).e j j¢ = -

r  Поэтому матрицей поворота является матрица  

cos sin
.

sin cos
A

j j
j j

-æ ö
= ç ÷
è ø  

Очевидно, что ,TA A E=  так что A  является ортогональной 
матрицей, а поворот fj  – ортогональное преобразование. 

6. Является ли линейное преобразование :f  а) ортогональ-
ным, если его матрица в базисе ( ) ( )1 2: 1;2 , 2;3B b b= =

r r
 имеет вид 

4 5
;

3 4
A

- -æ ö
= ç ÷
è ø
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б) симметрическим, если его матрица в базисе 

( ) ( )1 2: 1;2 , 3;4B b b= =
r r

 имеет вид 
1 3

?
5 11

A æ ö
= ç ÷
è ø

 

Р е ш е н и е .  
Пусть E - стандартный базис, состоящий из векторов 
( ) ( )1 21;0 , 0;1 .e e= =

r r
 Поскольку E -ортонормированный базис, то 

ортогональность (симметричность) преобразования f  равносильна 
ортогональности (симметричности) матрицы ( ).fA E  Заметим так-
же, что ( ) ( )1 ,f fA B B A E B-=  откуда ( ) ( ) 1.f fA E BA B B-=  Имеем: 

а) 
1

1 1 2 4 5 1 2 0 1
2 3 3 4 2 3 1 0

BAB
-

- - -æ öæ öæ ö æ ö
= = -ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷
è øè øè ø è ø

ортогональная 

матрица. 

б) 
1

1 1 3 1 3 1 3 4 6
2 4 5 11 2 4 6 8

BAB
-

- æ öæ öæ ö æ ö
= = -ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷
è øè øè ø è ø

симметрическая 

матрица. 

Упражнения 

63. Проверьте линейность следующих преобразований f  про-
странства nR : 
а) 1 2 3 1 2( , , ) ( , );f x x x x x= -  
б) 1 2 1 2 1 2( , ) ( , 2 );f x x x x x x= + +  
в) 1 2 3 1 2 1 2 3( , , ) ( , , 2 3 ).f x x x x x x x x= + +  

64. Проверьте, что следующие преобразования f  пространства nR  
не являются линейными: 
а) ( )f x x a= +

r r r ( 0a ¹
r  – фиксированный вектор); 

б) ( ) ( , )f x a x x=
r r r r ( 0a ¹r  – фиксированный вектор); 

в) 1 2 3 1 2 3( , , ) ( 1, 2, 3).f x x x x x x= + + +  

65. Как изменится матрица линейного преобразования ,f  если по-
менять местами первые два вектора базиса? 

66. Проверьте формулу dimKer dimImf n f= -  для линейного пре-
образования f  пространства nR : 
а) 1 2 1 2( , ) ( , 0);f x x x x= -  
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б) 1 2 1 2 1 2( , ) ( , );f x x x x x x= + +  
в) 1 2 3 2 1 2 3( , , ) (0, , 2 3 ).f x x x x x x x= + +  
Найдите матрицу линейного преобразования f  в стандартном 
базисе. 

67. Для каждого из следующих преобразований f  пространства :C  
а) f – сопряжение комплексных чисел; 
б) f – умножение комплексных чисел на мнимую единицу; 

выясните, является ли оно линейным. Найдите матрицу f  в 
стандартном базисе. Найдите его ядро и образ. 

68. Пусть ( ) ( )1;1 , 2; 3 .a b= - =
rr  Найдите матрицу линейного преоб-

разования ( ) ( , )f x x a b=
rr r r  относительно данного базиса 1 2, :e er r  

а) ( ) ( )1 20;1 , 1;1 ;e e= =
r r  б) ( ) ( )1 11; 2 , 2; 3 .e e= - = -

r r  

69. Линейное преобразование f  переводит векторы 1 2,e er r  в векто-
ры 1 1 2 2 1 2, 2 ,e e e e e e¢ ¢= - = -

r r r r r r  а линейное преобразование g  пере-
водит векторы 1 2,e e¢ ¢r r  в векторы 1 1 2 2 1 22 3 , 2 .e e e e e e¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢= - = +

r r r r r r   
Найдите матрицу преобразования ,h  переводящего векторы 

1 2,e er r  соответственно в векторы 1 2,e e¢¢ ¢¢r r  в базисе 1 2, .e er r  

70. Линейное преобразование f  в базисе ,E  состоящем из векто-

ров 1 2(2;1), (1; 3),e e= = -
r r  имеет матрицу 

4 2
.

3 1
A æ ö
= ç ÷-è ø

 Найдите 

образ вектора (1;11)x =
r

 при действии преобразования .f  

71. Докажите, что для подобных матриц выполняются следующие 
свойства: 
а) если матрица A подобна матрице B, то и матрица B подобна 

матрице A; 
б) если матрица A подобна матрице B и матрица B подобна 

матрице C, то матрица A подобна матрице C. 
72. Пусть даны матрицы: 

1 2 3

0 1 1 1 1 0
, ,

1 0 0 1 3 1
A A A

- -æ ö æ ö æ ö
= = =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

 

и базисы 1 2 3, , ,B B B  состоящие из векторов 1 2, :b b
t t
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( ) ( )1 21 : 1;0 , 0;1 ;B b b= =
r r

 ( ) ( )1 22 : 1; 1 , 0;1 ;B b b= - =
r r

 

( ) ( )1 23 : 2;1 , 1;1 .B b b= =
r r

  

Для каких индексов ,i j  и ортогонального преобразования f  
верно равенство ( ) ?f i jA B A=  

73. Пусть даны матрицы: 

1 2 3

1 2 1 1 1 0
, ,

2 1 0 1 6 3
A A A

- -æ ö æ ö æ ö
= = =ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

 

и базисы 1 2 3, , ,B B B  состоящие из векторов 1 2, :b b
t t

 

( ) ( )1 21 : 1;0 , 0;1 ;B b b= =
r r

 ( ) ( )1 22 : 1; 1 , 0;1 ;B b b= - =
r r

 

( ) ( )1 23 : 2;1 , 1;1 .B b b= =
r r

  

Для каких индексов ,i j  и симметрического преобразования f  
справедливо равенство ( ) ?f i jA B A=  

2.2. Собственные векторы и собственные  
значения  

Собственные векторы и собственные значения – важные харак-
теристики линейных преобазований и матриц. Наиболее простой 
вид имеет матрица линейного преобразования в собственном бази-
се – она диагональна. Собственным базисом обладает линейное 
преобразование с простым спектром, а также самосопряженное 
преобразование (базис можно выбрать ортонормированным). 

В приложениях собственные векторы и собственные значения 
возникают в виде чисел и векторов Фробениуса. Эти понятия игра-
ют важную роль при изучении продуктивных матриц. В модели 
международной торговли (или линейной модели обмена) сбаланси-
рованные величины национальных доходов стран-участниц обра-
зуют собственный вектор матрицы обмена. 

Основные сведения 
Ненулевой вектор xr  пространства V  называется собственным 

вектором линейного преобразования ,f  если 
( ) ,f x xl=r r
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где l  – некоторое число. При этом число l  называется собствен-
ным значением линейного преобразования .f  Говорят также, что xr  
является собственным вектором, принадлежащим собственному 
значению .l  

Пусть A  – матрица линейного преобразования f  в базисе E  и 
X  – вектор-столбец из координат вектора ,xr  тогда соотношение 

( )f x xl=r r  запишем в равносильной форме .AX Xl=  Поэтому го-
ворят, что ненулевой вектор-столбец X  является собственным век-
тором квадратной матрицы ,A  соответствующим значению .l  Соб-
ственные значения матрицы A  – корни характеристического урав-
нения  

( )det 0,A El- =  (1) 

а собственные векторы – ненулевые решения однородной системы 
уравнений 

( ) 0.A E Xl- =  (2) 

Отметим, что в этих формулах E - единичная матрица. Левая 
часть уравнения (1) называется характеристическим многочленом 
матрицы .A  

Для симметрического линейного преобразования справедливы 
свойства: 

1. Собственные значения симметрического линейного преоб-
разования действительные числа.  

2. Собственные векторы симметрического линейного преоб-
разования, принадлежащие различным собственным значениям, 
ортогональны. 

3. В пространстве nR  существует ортонормированный ба-
зис, состоящий из собственных векторов симметрического ли-
нейного преобразования, в котором его матрица имеет диаго-
нальный вид. 

Примеры 

1. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы  
7 1 7
11 3 13 .
7 1 7

A
- -æ ö

ç ÷= -ç ÷
ç ÷- -è ø

 



 52 

Р е ш е н и е .  
Составим характеристическое уравнение  

( )
7 1 7

det 11 3 13 0.
7 1 7

A E
l

l l
l

- - -
- = - - =

- - -
 

Вычислив определитель, получим 2 33 2 0.l l l- - =  Отсюда 
1 2 30; 1; 2.l l l= = =  

Найдем собственные векторы.  
1) Пусть 0.l =  Подставляя это значение в систему уравнений 

(2), получим 
1

2

3

7 1 7 0
11 3 13 0 .
7 1 7 0

x
x
x

- - æ öæ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷- =ç ÷ç ÷ ç ÷

ç ÷ ç ÷ç ÷- -è ø è øè ø

 

Решая эту систему, находим, что ( )T4; 7; 5 ,x a= -
r  где a  про-

извольное число. Вектор xr  будет собственным при условии 0.a ¹  
2) В случае 1l =  получим систему уравнений 

1

2

3

6 1 7 0
11 2 13 0 .
7 1 8 0

x
x
x

- - æ öæ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷- =ç ÷ç ÷ ç ÷

ç ÷ ç ÷ç ÷- -è ø è øè ø

 

Отсюда следует, что вектор ( )T1; 1; 1x a= -
r  является собствен-

ным для собственного значения 1,l =  при условии 0.a ¹  
3) Аналогично в случае 2l =  получим 

1

2

3

5 1 7 0
11 1 13 0 .
7 1 9 0

x
x
x

- - æ öæ ö æ ö
ç ÷ç ÷ ç ÷- =ç ÷ç ÷ ç ÷

ç ÷ ç ÷ç ÷- -è ø è øè ø

 

Отсюда находим ( )T1; 2; 1 ,x a= -
r  0.a ¹  
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2. Пусть дана структурная матрица торговли трех стран  

0,5 0,2 0,1
0,3 0,4 0,3 .
0,7 0,6 0,2

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

Ее элемент ija  показывает, какую часть своего дохода страна 
под номером j тратит на покупку товаров у страны под номером i. 
Найти величины национальных доходов этих стран, при которых 
все страны не имели бы убытков от торговли, если сумма нацио-
нальных доходов равна 63. 
Р е ш е н и е .  
Данная задача представляет собой пример так называемой мо-

дели международной торговли (или линейной модели обмена). 
Пусть ( )T

1 2 3, ,y y y y=
r  – вектор национальных доходов. В ре-

зультате торговли страны получат соответственно доходы: 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

0,5 0,2 0,1 ,
0,3 0,4 0,3 ,
0,7 0,6 0,2 ,

I y y y
I y y y
I y y y

= + +ì
ï = + +í
ï = + +î

 

или, в матричном виде, .I Ay=
r r По условию задачи .Ay y³

r r  Но здесь 
может иметь место только равенство, так как если бы какие-то 
страны имели прибыль, то какие-то страны должны были бы иметь 
убытки. Следовательно, Ay y=

r r и yr  – собственный вектор, соответ-
ствующий собственному значению 1.l =  

Для нахождения собственного вектора yr  запишем систему 
уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0,5 0,2 0,1 0,
0,3 0,6 0,3 0,
0,7 0,6 0,8 0.

y y y
y y y
y y y

- + + =ì
ï - + =í
ï + - =î

 

Решение этой системы: ( )1 2 32 , 3 , 4 0 .y a y a y a a= = = > Учитывая, 
что 1 2 3 63,y y y+ + =  находим, что 7,a =  т.е. 1 14,y =  2 21,y =  

3 28.y =  
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3. Доказать, что собственные векторы 1, ..., nx xr r  линейного пре-
образования ,f  отвечающие различным собственным значениям 

1, ..., ,nl l  линейно независимы.  
Р е ш е н и е .  
Пусть найдутся числа 1, ..., ,na a  не все равные нулю, для кото-

рых выполняется равенство 1 1 ... 0.n na x a x+ + =
r r  Предположим, для 

определенности, что 1 0.a ¹  Применяя к обеим частям равенства 
преобразование ,f  получим  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1... ... ... 0,n n n n n n nf a x a x a f x a f x a x a xl l+ + = + + = + + =
r r r r r r

 

т.е. 1 1 1 ... 0.n n na x a xl l+ + =
r r  Вычитая из этого равенства исходное ра-

венство, умноженное на ,nl  получим 

( ) ( )1 1 1 1 1 1... 0.n n n n na x a xl l l l- - -- + + - =
r r  

Это равенство аналогично исходному, причем коэффициент 
( )1 1 0.na l l- ¹  Продолжая таким же образом удалять по одному 

вектору, придем к равенству ( )( ) ( )1 1 1 1 1 2 1 0.n na xl l l l l l-- - - =
rK  

Учитывая, что числа 1,..., nl l  различны и 1 0,a ¹  имеем 1 0.x =
r  Это 

противоречит тому, что вектор 1xr  - собственный. 

4. Доказать, что матрица A  порядка ,n  имеющая n  различных 
собственных значений, подобна диагональной. 
Р е ш е н и е .  
ПустьV – линейное пространство с базисом ( )1, ..., .nE e e=

r r  Оп-
ределим в нем линейное преобразование ,f  задав его действие на 
базисе формулой ( ) .f E EA=  Тогда матрица преобразования f  в 
базисе E  совпадает с матрицей A  и собственные значения матрицы 
A  и преобразования f  совпадают. Для каждого собственного зна-
чения il  выберем собственный вектор .ixr  Собственные векторы 

1, ..., nx xr r  линейно независимы, поскольку они отвечают различным 
собственным значениям и их число совпадает с размерностью про-
странства ,V  поэтому они образуют в нем базис. Матрица преобра-
зования f  в этом базисе имеет диагональный вид: на главной диа-
гонали расположены числа 1, ..., .nl l  Матрицы одного преобразова-
ния в различных базисах подобны, следовательно, матрица A  
подобна диагональной. 
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5. Доказать, что собственные векторы симметрического ли-
нейного преобразования, отвечающие разным собственным значе-
ниям, ортогональны. 
Р е ш е н и е .  
Пусть f – симметрическое линейное преобразование и 

1 1 1( ) ,f x xl=
r r

1( 0),x ¹
r

 
2 2 2( ) ,f x xl=

r r

 
2( 0),x ¹

r

 причем 1 2( ).l l¹  Докажем, что 1 2( , ) 0.x x =
r r  Для этого воспользуемся 

равенством  

1 2 1 2( ( ), ) ( , ( )),f x x x f x=
r r r r  

справедливым в силу симметричности f. Из этого равенства следует 

1 1 2 2 1 2( , ) ( , ),x x x xl l=
r r r r

 и так как 1 2 ,l l¹  то 1 2( , ) 0.x x =
r r  

6. Найти канонический вид и соответствующий ортонормиро-
ванный базис для симметрического преобразования, заданного (в 
некотором ортонормированном базисе) матрицей  

2 1 1
1 2 1 .
1 1 2

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

Р е ш е н и е .  
Решая характеристическое уравнение | | 0,A El- =  находим, 

что собственными значениями матрицы A  являются 1 21, 4.l l= =  
Далее, из соответствующих однородных систем уравнений нахо-
дим, что собственному значению 1 1l =  соответствуют два линейно 
независимых вектора 1 2(1;1; 0), ( 1;1; 0),x x= = -

r r  а собственному зна-
чению 2 4l =  соответствует собственный вектор 3 (1;1;1).x =

r  Вектор 
3x  ортогонален каждому из векторов 1 2, .x xr r  Для построения соб- 

ственного ортогонального базиса применим процесс ортогонализа-
ции к векторам 1 2, .x xr r  Положим  

1 1 (1;1; 0),v x= =
r r 1 2

2 2 1
1 1

( , ) 1 1( ; ;1),
( , ) 2 2
x xv x x
x x

= - = - -
r rr r r
r r  3 3 (1;1;1).v x= =

r r  

По построению векторы 1 2 3, ,v v vr r r  ортогональны, а соответ- 
ствующий ортонормированный базис имеет вид  
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1

1

1 1; ; 0 ,
| | 2 2
v
v

æ ö= -ç ÷
è ø

r
r 2

2

1 1 2; ; ,
| | 6 6 6
v
v

æ ö= - -ç ÷
è ø

r
r  

3

3

1 1 1; ; .
| | 3 3 3
v
v

æ ö= ç ÷
è ø

r
r  

Отметим, что линейное преобразование, приводящее матрицу 
линейного преобразования к диагональному виду, является ортого-
нальным. В указанном базисе матрица преобразования диагональна. 
Более точно, верно равенство 

1

1 0 0
0 1 0 ,
0 0 4

C AC-

æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

где 

1 1 1
2 6 3

1 1 1 .
2 6 3

2 10
6 3

C

æ ö- -ç ÷
ç ÷
ç ÷= -ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

 

Упражнения 

74. Если 3 2
0 1 2 3( )f t a t a t a t a= + + + -многочлен, A-матрица, то по-

ложим 3 2
0 1 2 3( )f A a A a A a A a E= + + + -  значение многочлена в 

точке .A  Докажите, что всякий собственный вектор xr  матрицы 
,A  отвечающий значению ,l  является собственным вектором 

матрицы ( ).f A  Какому собственному значению он отвечает? 

75. Найдите собственные значения и собственные векторы данной 
матрицы: 

а) 
4 1

;
1 4
æ ö
ç ÷
è ø

 б) 
0 4

;
1 3
æ ö
ç ÷
è ø

 в) 
1 2

;
2 1
æ ö
ç ÷
è ø

 г) 
1 2

.
1 4

æ ö
ç ÷-è ø

 

76. Докажите, что действительные корни характеристического 
уравнения матрицы A  и только они являются ее собственными 
значениями. 
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77. Чему равен в характеристическом уравнении матрицы A  по-
рядка :n   
а) старший коэффициент;  
б) коэффициент при степени 1;nl -   
в) свободный член. 

78. Даны матрицы , , , :A B C D  

а) 
1 0 0
0 2 0 ;
0 0 3

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 б) 
0 1 0
1 0 0 ;
0 0 2

B
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

в) 
3 1 3
0 3 1 ;
0 0 4

C
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 г) 
2 1 0
0 2 1 .
0 0 2

D
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

Для каждой из них найдите: а) характеристический многочлен; 
б) собственные значения; в) собственные векторы. 

79. Найдите наибольшее собственное значение матрицы и ее соб-
ственные векторы, отвечающие этому значению: 

а) 
3 0 18

3 3 9 ;
3 0 12

-æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷-è ø

 б) 
3 0 0
1 2 2 ;

2 2 7

æ ö
ç ÷- -ç ÷
ç ÷
è ø

 

в) 
15 6 24
2 2 4 .
4 2 5

-æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷- -è ø

 г) 
37 42 89
6 10 13 .

16 16 39

- -æ ö
ç ÷- -ç ÷
ç ÷-è ø

 

80. а) Пусть l - собственное значение матрицы A  порядка .n  
Проверьте, что { }R :nV X AX Xl l= Î =  является подпро-

странством вR n ;  
б) Найдите подпространства { }R :nV X AX Xl l= Î =  для мат-

рицы 
43 38 71
10 6 18 .
16 16 25

-æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷- -è ø
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81. Существует ли в R3 базис, состоящий из собственных векторов 
матрицы:  

а) 
0 1 0
1 1 1 ;
0 1 0

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

 б) 
3 1 0
0 3 0 ;
0 0 3

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

 

в) 
1 2 1
2 5 5 ;
2 5 5

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷- - -è ø

 г) 
1 1 2
2 5 0 ?
1 1 3

-æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷- -è ø

 

82. Пусть дана структурная матрица торговли трех стран  
0,2 0,2 0,3
0,5 0,4 0,2 .
0,3 0,4 0,5

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

Ее элемент ija  показывает, какую часть своего дохода страна 
под номером j тратит на покупку товаров у страны под номе-
ром i. Найдите величины национальных доходов этих стран, 
при которых все страны не имели бы убытков от торговли, если 
сумма национальных доходов равна 91. 

83. Найдите канонический вид и соответствующий ортонормиро-
ванный базис для симметрического линейного преобразования, 
заданного в некотором ортонормированном базисе матрицей:  

а) 
5 3

;
3 5
æ ö
ç ÷
è ø

 б) 
7 5

;
5 7
æ ö
ç ÷
è ø

 в) .
a b
b a
æ ö
ç ÷
è ø

 

84. Для данной матрицы A  найдите такую ортогональную матрицу 
,C  что матрица 1C AC-  является диагональной:  

а) 
0 0 1
0 1 0 ;
1 0 0

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 б) 
0 0 3
0 2 0 ;
3 0 0

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 в) 
0 0
0 0 .

0 0

a
A b

a

æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø
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2.3. Квадратичные формы  
Квадратичные формы – следующий за линейными по уровню 

сложности вид рациональных алгебраических выражений. Понятие 
положительно определенной квадратичной формы эквивалентно 
понятию скалярного произведения. Пример уже встречавшейся 
квадратичной формы – скалярный квадрат вектора. Квадратичные 
формы часто возникают в приложениях. В курсе математики для 
экономистов они используются в его первой части – линейной ал-
гебре, при классификации кривых и поверхностей второго порядка 
и в третьей части – теории вероятностей, при изучении дисперсии 
случайной величины и нормального закона на плоскости. Квадра-
тичные формы от двух переменных задают кривые, а от трех – по-
верхности второго порядка. 

Основные понятия 
Квадратичной формой F  от переменных 1 2, , ..., nx x x  называет-

ся однородный многочлен второй степени от этих переменных. Ка-
ждая квадратичная форма допускает однозначную запись в сле-
дующем симметричном виде: 

, 1
,

n

ij i j
i j

a x x
=

F =å
 

где .ij jia a=  
Симметрическая матрица ,A  элементами которой являются 

числа ,ija  называется матрицей квадратичной формы .F  Если вве-

сти в рассмотрение столбец ( )1 2; ;...; ,T
nX x x x=  то квадратичную 

форму F  можно записать в матричном виде 
.TX AXF =
 Пусть от переменных 1 2, , ..., nx x x  мы переходим к новым пере-

менным 1 2, , ..., nx x x¢ ¢ ¢  с помощью невырожденного линейного преоб-
разования .X PX ¢=  Матрица A¢  квадратичной формы в новых пе-
ременных выражается через матрицы A  и P  следующим образом: 

.TA P AP¢ =
 Поскольку формулы X PX ¢=  можно истолковывать как фор-

мулы преобразования координат при переходе к новому базису, то 
равенство TA P AP¢ =  можно рассматривать как выражение для мат-
рицы формы F  в новом базисе. 



 60 

Рангом r квадратичной формы F  называется ранг ее матри-
цы A ; ранг формы не меняется при невырожденных линейных пре-
образованиях переменных. 

Квадратичная форма F  имеет канонический вид,  если она не 
содержит произведений переменных, т.е.  

2 2 2
1 1 2 2 .n nx x xl l lF = + + +K

 Теорема. Любую квадратичную форму F  в некотором ор-
тонормированном базисе можно привести к каноническому 
виду. Коэффициентами при квадратах переменных в канони-
ческом виде являются собственные значения матрицы A  
данной квадратичной формы. При этом базис, в котором F  
принимает канонический вид, состоит из ортонормирован-
ных собственных векторов матрицы .A  

Приведение квадратичной формы к каноническому виду назы-
вается также приведением квадратичной формы к главным осям. 

Канонический вид квадратичной формы называется нормаль-
ным, если входящие в него квадраты переменных имеют коэффици-
енты плюс или минус единица. 

Квадратичную форму можно привести к нормальному виду ме-
тодом Лагранжа с помощью невырожденного преобразования. При 
этом справедлив «закон инерции квадратичных форм»: число p  
положительных коэффициентов и число q  отрицательных коэффи-
циентов в нормальном виде формы ранга r  не зависят от способа 
приведения квадратичной формы к нормальному виду; очевидно, 

.r p q= +  
Квадратичная форма F  от переменных 1 2, , ..., nx x x  называется 

определенной, если 1 2( , , ..., ) 0nx x xF =  только в случае 
1 20, 0, ..., 0.nx x x= = =  Если при этом 1 2( , , ..., ) 0nx x xF >  

( 1 2( , , ..., ) 0nx x xF < ) для всех остальных наборов 1 2, , ..., ,nx x x  то F  
называется положительно определенной (отрицательно опреде-
ленной) квадратичной формой. 

Угловыми минорами матрицы A являются следующие опреде-
лители: 

11 12 1

21 22 211 12
1 11 2

21 22

1 2

...

...
, , , .

... ... ... ...
...

n

n
n

n n nn

a a a
a a aa a

a
a a

a a a

D = D = D =L
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Критерий Сильвестра. Квадратичная форма является поло-
жительно определенной, когда все угловые миноры ее матрицы по-
ложительны. Квадратичная форма является отрицательно опре-
деленной тогда и только тогда, когда знаки угловых миноров ее 
матрицы чередуются: 1 2 30, 0, 0,D < D > D < K  

Примеры 

1. Найти матрицу квадратичной формы  
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 4 2 6 .x x x x x x x x xF = + + + - +

 Р е ш е н и е .  
Представим коэффициенты при произведениях переменных в 

виде суммы 2 ij i j ij i j ij j ia x x a x x a x x= + : 
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 4 2 6x x x x x x x x xF = + + + - + =  
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 2 1 3 1 3 22 5 2 3 2 3 .x x x x x x x x x x x x x x x= + + + - + + - +  

Поэтому матрица квадратичной формы F  имеет вид 

1 2 1
2 2 3 .
1 3 5

A
-æ ö

ç ÷= ç ÷
ç ÷-è ø

 

2. Представить в виде многочлена квадратичную форму ,F  

матрица которой равна 
3 1 3
1 2 2 .
3 2 6

A
-æ ö

ç ÷= -ç ÷
ç ÷
è ø

 

Р е ш е н и е .  
Поскольку ,TX AXF =  где 1 2 3( , , ) ,TX x x x=  то  

( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 33 3 2 2 3 2 6x x x x x x x x x x x xF = - + + - + + + + + =  
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 33 2 6 2 6 4 .x x x x x x x x x= + + - + +  

Заметим, что коэффициенты при квадратах переменных полу-
чаются из диагональных элементов матрицы A , а коэффициенты 
при произведениях i jx x  - это удвоенные элементы ija  при .i j¹  
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3. Привести к каноническому виду квадратичную форму, ука-
зав канонический базис и соответствующее ортогональное преобра-
зование: 

2 2
1 1 2 22 6 2 .x x x xF = + +  

Р е ш е н и е .  

Данной квадратичной форме отвечает матрица 
2 3

.
3 2

A æ ö
= ç ÷
è ø

 Она 

имеет собственные значения 1 1l = -  и 2 5.l =  Поэтому канониче-
ский вид квадратичной формы можно написать сразу: 

2 2
1 2( ) 5( ) .x x¢ ¢F = - +  

Найдем базис, в котором форма имеет такой вид. Собственным 
значениям 1l  и 2l  отвечают собственные векторы 1 (1, 1),x = -

r  
2 (1,1).x =

r  Соответствующие единичные собственные векторы име-
ют вид  

1
1 1, ,
2 2

a æ ö= -ç ÷
è ø

r
2

1 1, .
2 2

a æ ö= ç ÷
è ø

r  

Чтобы найти матрицу ортогонального преобразования ,C  при-
водящего форму к главным осям, запишем по столбцам координаты 
векторов канонического базиса. Получим 

1 11 .
1 12

C æ ö
= ç ÷-è ø

 

4. Найти канонический вид и канонический базис для квадра-
тичной формы 2 2 2

1 2 3 1 2 1 36 5 7 4 4 .x x x x x x xF = + + - +  Какое ортогональ-
ное преобразование приводит квадратичную форму к главным 
осям? 
Р е ш е н и е .  
Матрица квадратичной формы имеет вид 

6 2 2
2 5 0 .
2 0 7

A
-æ ö

ç ÷= -ç ÷
ç ÷
è ø

 

Ее собственные значения равны 1 2 36, 3, 9,l l l= = =  поэтому 
каноническим видом квадратичной формы является 
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2 2 2
1 2 36 3 9 ,y y yF = + +  а каноническим базисом - ортонормированный 

базис, состоящий из нормированных собственных векторов матри-
цы A :  

1 2 3
1 1 1(1, 2, 2), ( 2, 2, 1), ( 2, 1, 2).
3 3 3

a a a= - - = - - = - -
r r r  

Чтобы найти матрицу ортогонального преобразования ,C  при-
водящего форму к главным осям, запишем по столбцам координаты 
векторов канонического базиса. Получим 

1 2 2
1 2 2 1 .
3

2 1 2
C

- -æ ö
ç ÷= - -ç ÷
ç ÷- -è ø  

5. Методом Лагранжа найти нормальный вид квадратичной 
формы 

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 4 2 .x x x x x x x x xF = + + + + +

 Р е ш е н и е .  
Сначала сгруппируем все члены квадратичной формы, содер-

жащие переменную 1,x  и выделим полный квадрат:  
2 2 2
1 1 2 1 3 2 3 2 32 4 2 2x x x x x x x x xF = + + + + + =  

( ) ( ) ( )2 22 2 2
1 1 2 3 2 3 2 3 2 3 2 32 2 2 2 2 2x x x x x x x x x x x x= + + + + - + + + + =  
( )2 2 2 2 2

1 2 3 2 2 3 3 2 3 2 32 4 4 2 2x x x x x x x x x x x= + + - - - + + + =  
=( )2 2 2

1 2 3 2 2 3 32 2 3 .x x x x x x x+ + + - -  
На следующем шаге мы повторяем выполненные действия для 

остатка квадратичной формы: 

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2
1 2 3 2 2 3 3 3 3

2 2 2
1 2 3 2 3 3

2 2 3

2 4 .

x x x x x x x x x

x x x x x x

F = + + + - + - - =

= + + + - -  
Окончательно имеем 

2 2 2
1 2 3 ,y y yF = + -

 где 1 1 2 3 2 2 3 3 32 , , 2 .y x x x y x x y x= + + = - =  

6. Определить, являются ли положительно или отрицательно 
определенными ниже перечисленные квадратичные формы: 
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а) 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 2 4 ,x x x x x x x x x+ + + + +  

б) 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 35 7 2 2 6 ,x x x x x x x x x- - - + - +  

в) 2 2 2
1 2 3 1 2 1 32 5 4 8 .x x x x x x x- - + + -  

Р е ш е н и е .  
а) Матрицей квадратичной формы является матрица 

2 2 1
2 5 2 .
1 2 5

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

 

Для нее 

( )1 2 3

2 2 1
2 2

det 2 2 0, 6 0, 2 5 2 25 0.
2 5

1 2 5
D = = > D = = > D = = >  

Поэтому данная квадратичная форма - положительно определенная. 
б) Соответствующая матрица равна 

1 1 1
1 5 3 .
1 3 7

- -æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷- -è ø

 

Вычислим угловые миноры:  

( )1 2

3

1 1
det 1 1 0, 4 0,

1 5

1 1 1
1 5 3 20 0,
1 3 7

-
D = - = - < D = = >

-

- -
D = - = - <

- -

 

так что по критерию Сильвестра данная квадратичная форма - от-
рицательно определенная. 
в) Матрицей данной квадратичной формы является матрица 

1 2 4
2 2 0 .
4 0 5

- -æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷-è ø

 

Для нее 1 2 31 0, 2 0, 22 0.D = - < D = - < D = >  По критерию 
Сильвестра квадратичная форма не является ни положительно, ни 
отрицательно определенной. 
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Упражнения 

85. Найдите матрицу квадратичной формы: 
а) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 33 2 5 24 6 8 ;x x x x x x x x x+ + - + -  
б) 1 2 1 3 2 32 2 2 ;x x x x x x- +  
в) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 33 12 2 .x x x x x x x- - + -  

86. Найдите квадратичную форму F  по ее матрице A : 

а) 
1 1 0
1 2 3 ;
0 3 4

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 б) 
0 1 1
1 0 1 ;
1 1 0

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

 

в) 
2 2 2
2 1 3 .
2 3 2

A
-æ ö

ç ÷= - -ç ÷
ç ÷-è ø

 

87. Пусть имеются наборы переменных ( )1, ..., ,T
nX x x=  

( )1, ..., ,T
nY y y= ( )1, ..., .T

nZ z z=  Допустим, что от одних пере-
менных мы переходим к другим с помощью невырожденных 
линейных преобразований ,X PY=  .Y QZ=  Как перейти от пе-
ременных X  к переменным ?Z  

88. Найдите канонический вид и канонический базис для квадра-
тичной формы ,F  указав ортогональное преобразование ,C  
приводящее форму к главным осям:  

а) 2 2
1 1 2 23 4 3 ;x x x xF = + +  б) ( )1 2 2 3 3 12 .x x x x x xF = + +  

89. Методом Лагранжа привести квадратичную форму Ф к сумме 
квадратов: 
а) 2 2 2

1 2 3 1 3Ô 2 2 ;x x x x x= + + +  
б) 2 2 2

1 2 3 1 3 2 3Ô 3 2 2 ;x x x x x x x= + + + +  
в) 2 2

1 3 1 2 1 3Ô 2 2 ;x x x x x x= + + +  
г) 2 2

1 3 1 2 1 3Ô 2 4 .x x x x x x= + + +  

90. Квадратичные формы называются эквивалентными, если одна 
из них переводится в другую посредством невырожденного ли-
нейного преобразования переменных. Выясните, какие из форм 
эквивалентны: 
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а) 1 1 2 ,x xF = 2 2
2 1 2 ,y yF = -  2 2

3 1 2 ;z zF = +  
б) 1 1 2 1 3 2 32 2 6 ,x x x x x xF = + - 2 2 2

2 1 2 3 ,y y yF = - -  2 2 2
3 1 2 3 ?z z zF = + -  

91. Приведите пример эквивалентных квадратичных форм от двух 
и трех переменных. 

92. Проверьте, что если F  – положительно определенная квадра-
тичная форма, то квадратичная форма F = -F  является отри-
цательно определенной. 

93. Найдите все значения параметра ,l  при которых квадратичная 
форма является положительно определенной: 
а) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 35 4 2 2 ;x x x x x x x x xl+ + + - -  
б) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 34 2 4 ;x x x x x x xl+ + + +  
в) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 32 3 2 2 4 ;x x x x x x x x xl+ + + + +  
г) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 35 2 2 4 .x x x x x x x x xl+ + + - +  

94. Являются ли следующие квадратичные формы отрицательно 
определенными:  
а) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 36 8 2 6 ;x x x x x x x x x- - - + - +  
б) 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 35 16 4 6 2x x x x x x x x x- - - + - + ? 
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