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Г л а в а  1  

МНОГОЧЛЕНЫ  
И КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

1.1. Основные понятия, связанные  
с многочленами 

Действия над многочленами; степень многочлена 
Напомним, что многочлен от одной переменной x – это выра-

жение вида  
1

0 1 1...n n
n nf a x a x a x a-
-= + + + + или 

0
,

n
i

n i
i

f a x-
=

=å  

где n -любое натуральное число или 0, коэффициенты 
0 1 1, ,..., ,n na a a a- -  произвольные действительные числа (скаляры). 

Указанный вид многочлена называется стандартным. Часто вме-
сто f  пишут ( ) ,f x  если необходимо подчеркнуть, что в качестве 
переменной рассматривается именно .x  

Отдельно отметим случай 0 :n =  тогда 0 ,f a=  т.е. многочлен 
является числом. Если при этом 0 0,a =  то многочлен f  называется 
нулевым многочленом.  

Определение. Степенью многочлена от переменной x  назы-
вается наибольший из показателей степени одночленов, вхо-
дящих в его стандартный вид. Поэтому, если 0 0,a ¹  то много-
член 0 ...n

nf a x a= + +  имеет степень .n  

Степень f  обозначается через deg ,f  например, 

( )7 4deg 2 3 7.x x x- + =  
Особо отметим «крайний случай» – когда многочлен является 

числом: .f a=  Если 0,a ¹  то степень f считается равной 0; если же 
0,a =  то степень нулевого многочлена не определена.  
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Коэффициент при наибольшем показателе степени x  много-
члена называется старшим коэффициентом этого многочлена, а 
слагаемое, не содержащее ,x -  свободным членом многочлена.  

Для нахождения суммы многочленов достаточно привести по-
добные члены, а для нахождения произведения необходимо рас-
крыть скобки и привести подобные члены. Так, например, если 

0

n
i

n i
i

f a x-
=

=å    и   
0

,
m

i
m i

i
g b x-

=

=å  то 
0

,
n m

n m k
k

k
fg c x

+
+ -

=

=å  

где 0 1 1 0... .k i j k k k
i j k

c a b a b a b a b-
+ =

= = + + +å  

Для произведения fg  ненулевых многочленов f  и g  выпол-
нены свойства: 0;fg ¹ ( )deg deg deg ;fg f g= +  старший коэффици-
ент fg  равен произведению старших коэффициентов f  и g ; сво-
бодный член fg  равен произведению свободных членов f  и g .  

Кроме того, справедливо свойство: 

( ) { }deg max deg , deg .f g f g+ £  

Множество всех многочленов от переменной x  обозначается 
[ ]R .x  

Делимость многочленов 

Определение. Пусть [ ], R , 0.f g x gÎ ¹  Говорят, что f  делит 
,g  и пишут ,f g  если существует такой многочлен [ ]R ,h xÎ  

что .fh g=  

Наряду с « f делит g» говорят также f  – делитель ,g  или g  
делится на ,f  или g  кратно .f  

Для любых многочленов , ,f g h  выполнены следующие свой-
ства делимости: 

1) если f  делит ,g  а g  делит ,h  то f  делит ;h  
2) если f  делит g  и f  делит ,h  то f  делит ;g h±  
3) если f  делит ,g  то для любого многочлена :h  f  делит ;gh  
4) если c -ненулевое число, то многочлены f  и cf  делят друг 

друга. 
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Теорема о делении с остатком 

Теорема (о делении с остатком). Для любых [ ], R , 0f g x gÎ ¹  
существуют единственные [ ], Rq r xÎ  такие, что 

, deg degf gq r r g= + <  или 0;r =  многочлены q  и r  называ-
ются частным и остатком от деления f  на .g  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим сначала единственность част-
ного и остатка. Если r1 и r2 – различные остатки от деления f на g, 
то для подходящих частных q1 и q2 справедливы равенства:  
f = gq1 + r1,  f = gq2 + r2. Откуда r1 – r2 = g(q2 – q1). Обе части послед-
него равенства отличны от нуля и, значит, имеют некоторые степе-
ни, но степень левой части меньше deg g, а степень правой части 
больше или равна deg g. Полученное противоречие доказывает, что 
остатки r1 и r2 совпадают. Из равенства r1 = r2 немедленно получаем 
равенство частных q1 = q2. 

Возможность представления  f  в виде f = gq + r, где r – оста-
ток, легко доказывается индукцией по степени f. Если f =  0  или  
deg f < deg g,  то  f = g×0 + f.  Если же 
f = a0xn + a1xn–1 + ... + an–1 x + an, g = b0xs + b1xs–1 + ... + as–1 x + as, 

deg f = n ³ s = deg g, 
то многочлен h = f – gp, где p = a0 × b0

–1xn–s. Поскольку deg h < n, то 
по индукции имеем h = gq + r, где r – остаток, откуда f – gp = gq + r 
и  f = g(p + q) + r. � 

В дальнейшем будем считать, что множество многочленов, 
степени которых не превосходят данного числа, содержит нулевой 
многочлен, и теорема о делении с остатком допускает формулиров-
ку: … f = gq + r и deg r < deg g. 

Примеры 
1. Преобразовать многочлен к стандартному виду и найти его 

степень: 
а) (x + 1)(x + 2) – 2(x – 2)(x – 3) + (x – 1)(x + 4);  
б) (2 + x)(x2 – 1) + (2 – x)(x2 + 2). 
Р е ш е н и е .  
Раскроем скобки и приведем подобные члены:  
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а) (x + 1)(x + 2) – 2(x – 2)(x – 3) + (x – 1)(x + 4) = 
= (x2 + 3x + 2) – 2(x2 – 5x + 6) + (x2 + 3x – 4) = 
= 3x + 2 + 10x – 12 + 3x – 4 = 16x – 14; 

б) (2 + x)(x2 – 1) + (2 – x)(x2 + 2) = (2x2 – 2 + x3 – x) +  
+ (2x2 + 4 – x3 – 2x) = 4x2 – 3x + 2. 

2. Для каких чисел ,a b  равны многочлены:  
( )( )2 2x ax b x+ + + и 3 22 3 6?x x x+ + +  
Р е ш е н и е .  
Равенство ( )( )2 3 22 2 3 6x ax b x x x x+ + + = + + +  верно тогда и 

только тогда, когда совпадают коэффициенты многочленов при  
соответствующих степенях .x  Имеем  

2

3

1: 2 6,
: 2 3,
: 2 2,
:1 1.

b
x a b
x a
x

=ì
ï + =ï
í + =ï
ï =î

 

Решением этой системы является пара ( )0, 3 .a b= =  
Возможно и другое решение задачи. Разложим на множители 

второй многочлен: 

( ) ( ) ( )( )3 2 2 22 3 6 2 3 2 3 2 ,x x x x x x x x+ + + = + + + = + +  

значит, подходит только пара ( )0, 3 .a b= =  

3. Какой коэффициент при 2x  имеет стандартный вид много-
члена  (x + (x + (x + 1)2)2)2? 
Р е ш е н и е .   
Положим f1 =  (x + 1)2, f2 =  (x  +  f1)2, f3 =  (x  +  f2)2. Раскрывая 

скобки, будем отбрасывать одночлены степени 3:³  
f1 = (x + 1)2 = x2 + 2x + 1; 
f2 = (x + f1)2 = (x2 + 3x + 1)2 = 

= 2x2(3x + 1) + (3x + 1)2 = 2x2 + 9x2 + 6x + 1 = 11x2 + 6x + 1; 
f3 = (x + f2)2 = (11x2 + 7x + 1)2 = 2×(11x2)(7x + 1) + (7x + 1) 2 = 

= 22x2 +49x2 + 14x + 1 = 71x2 + 14x + 1, 
значит, искомый коэффициент равен числу 71. 
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4. Объяснить, почему ни одно из выражений: a) 1;x-  б) ;x  
в) 23 2x x+ нельзя представить в виде многочлена от х? 
Р е ш е н и е .  
Многочлен является всюду определенной функцией, а в пункте 

а) функция не определена в точке 0;x =  в пункте б) функция не  
определена в точке 1.x = -  в) Достаточно доказать, что функция 
3 x  не является многочленом. Пусть для некоторого многочлена f  
верно равенство 3 .x f=  После возведения в куб, получим 3 ,f x=  

откуда ( )3 1,degf =  1 ,
3

degf = -  противоречие. 

5. Многочлен x3 – 1 делится на x – 1, ибо  
x3 – 1 = (x – 1)(x2 + x + 1).  

Напротив, многочлен x2 + 1 не делится на x – 1. В самом деле, если 
бы для некоторого многочлена h(x) выполнялось равенство  
x2 + 1 = (x – 1)h(x), то подставив в него значение x = 1, мы получили 
бы, что 1 = 0·h(1) = 0, что неверно.  

6. Доказать, что ненулевые многочлены, делящие друг друга, 
отличаются ненулевым числовым множителем. 
Р е ш е н и е .  
Пусть ,f g -ненулевые многочлены и , .f g g f  Тогда для под-

ходящих многочленов ,p q  верно , .g fp f gq= =  Следовательно, 
,g gpq= откуда вытекает ( )1 0.g pq- =  Поскольку g – ненулевой 

многочлен, то 1.pq =  Учитывая, что степень произведения равна 
сумме степеней сомножителей, получаем, что ,p q –  числа,  что и 
требовалась доказать. 

7. Разделить «уголком» многочлен 5 34 3 1f x x x= - + -  на мно-
гочлен 2 3.g x= -  Найти частное и остаток от деления f  на g ? 
Р е ш е н и е .   
Деление «уголком» может быть оформлено следующим образом:  

f =  4x5 – 3x3 + x – 1  x2 – 3 = g 
gq1 =  4x5 – 12x3  4x3 + 9x = q1 + q2 = q 

f1 = f – gq1 =  9x3 + x – 1    
gq2 =  9x3 – 27x    

f2 = f1 – gq2 =  28x – 1   = r 
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Таким образом, имеем  
4x5 – 3x3 + x – 1 = (x2 – 3)(4x3 + 9x) + (28x – 1),  

т.е. частным от деления 4x5 – 3x3 + x –  1  на x2 – 3 является много-
член q =  4x3 +  9x, а остатком от этого деления служит многочлен  
r = 28x – 1. � 

Упражнения 
1. Заполните таблицу: 

f n a0 a1 a2 a3 a4 
5x4 – 3x3 + 4x + 1       
x3       
7       

2. Укажите свободный член и старший коэффициент многочлена: 
а) ( )2 1 ;

n
x x+ -  б) ( )( ) ( )1 2 ... .x x x n- - -  

3. Докажите, что если deg deg ,f g>  то ( )deg deg .f g f+ =  Приве-
дите пример кубических многочленов, сумма которых является 
линейным многочленом. 

4. Найдите степень многочлена: 
а) ( ) ( ) ( )5 4 5020 25 2... 1 ... 1 1 ;x x x x+ + - + + + + +  

б) ( ) ( )2 2 ,n nx x+ + - где n -натуральное число. 

5. Для каких чисел ,a b  равны многочлены: 
а) ( )( )2 2x ax b x+ + + и 3 22 2;x x x+ + +  

б) ( )( )2 31 1ax x x bx+ + + + и 5 4 3 22 7 5 4 1.x x x x x+ + + + +  

6. Докажите, что для любых многочленов , ,f g h  верны утвержде-
ния: 
а) если f  делит ,g  а g  делит ,h  то f  делит ;h  
б) если f  делит g  и f  делит ,h  то f  делит ;g h±  
в) если f  делит ,g  то для любого многочлена :h  f  делит ;gh  
г) если c -ненулевое число, то многочлены f  и cf  делят друг 

друга. 
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7. Верно ли утверждение: «если какие-то два из трех многочленов 
, ,f g f g+  делятся на многочлен ,h  то и третий также делится 

на h»? Ответ обоснуйте. 
8. Напишите несколько делителей нулевой, первой и второй сте-

пеней многочлена: а) 2 ;x  б) 3 1;x -  в) 2 5 6;x x- +  г) 4 1.x -  
9. Что можно сказать о многочленах, имеющих равные старшие 

коэффициенты и делящихся друг на друга? Ответ обоснуйте. 
10. Разделите уголком многочлен f  на многочлен g . В ответе за-

пишите частное q  и остаток r  от деления f  на g : 
а) 4 3 22 4 4 4,f x x x x= + + + +    2 2 3;g x x= + +  
б) 4 3 24 5 3 2,f x x x x= - + - +    2 3 1;g x x= - +  
в) 5 4 3 23 2 3 ,f x x x x x= + + + +    2 2;g x x= + +  
г) 5 4 3 22 5 7 4 2,f x x x x x= - - + + -    2 2 2.g x x= - -  

1.2. Схема Горнера и корни многочленов 

Значение многочлена и схема Горнера 

Если дан многочлен 1
0 1 1...n n

n nf a x a x a x a-
-= + + + +  и число ,c  

то значением многочлена f  при x c=  или в точке c  называется 
число ( ) 1

0 1 1... .n n
n nf c a c a c a c a-
-= + + + +  

Нахождение значений многочлена в точке не представляет 
принципиальных трудностей, однако вычисления при этом могут 
оказаться достаточно громоздкими. Для упрощения вычислений 
существует прием, называемый схемой Горнера, и состоящий в за-
полнении таблицы из двух строк. Например, чтобы вычислить зна-
чение многочлена 4 3 22 11 17 23 41f x x x x= - - - -  в точке 7x =  
строка его коэффициентов записывается первой, старший коэффи-
циент «дублируется» во второй строке, а перед ним ставится значе-
ние переменной 7, при котором мы вычисляется значение много-
члена. Получается таблица, пустые клетки которой и предстоит те-
перь заполнить. 

 

 2 –11 –17 –23 –41 
7 2     
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Это делается по единому правилу: стоящее слева число умно-
жается на 7 и складывается с числом, стоящим над пустой клеткой. 
Поэтому в первой пустой клетке ставится число 2·7 – 11 = 3, во 
второй клетке ставится 3·7 – 17 = 4, в третьей 4·7 – 23 = 5 и в по-
следней 5·7 – 41 = –6. Полностью заполненная схема Горнера вы-
глядит так: 

 2 –11 –17 –23 –41 
7 2 3 4 5 –6 

Обоснование схемы Горнера проведем на примере кубического 
многочлена 3 2

0 1 2 3.f a x a x a x a= + + +  Составим для него схему Гор-
нера: 

 ao a1 a2 a3 
c ao aoc + a1 (aoc + a1)c + a2 ((aoc+a1)c+a2)c+a3 

Имеем: ( )( ) ( )3 2
0 1 2 3 0 1 2 3 .a c a c a c a a c a c a c a f c+ + + = + + + =  

Корень многочлена 
Одной из основных задач, ради которой в математике и разви-

валась теория многочленов от одной переменной, является решение 
так называемых целых алгебраических уравнений, т.е. уравнений 
вида 1

0 1 1... 0n n
n na x a x a x a-
-+ + + + =  произвольных степеней с про-

извольными коэффициентами. В связи с решением уравнений вво-
дится важнейшее понятие – корень многочлена.  

Определение. Число c  называется корнем многочлена ,f   
если ( ) 0.f c =  

Другими словами, число c  является корнем многочлена ,f  если 
1

0 1 1... 0.n n
n na c a c a c a-
-+ + + + =  

Напомним, что число c  является корнем уравнения  
1

0 1 1... 0,n n
n na x a x a x a-
-+ + + + =  

если при подстановке вместо x  числа c  получается верное равенст-
во. Поэтому корень многочлена f  и корень уравнения  
( ) 0f x = -  это одно и то же. 
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Справедлива следующая теорема, которую мы примем без до-
казательства. 

Теорема (достаточное условие существования корня мно-
гочлена). Если многочлен с действительными коэффициен-
тами имеет значения разных знаков на отрезке [ ]; ,a b  то 
внутри отрезка существует корень данного многочлена. 

Отметим, что приведенная теорема является теоремой сущест-
вования – она гарантирует наличие корня внутри отрезка, но не 
объясняет, каким образом следует его искать. Более того, внутри 
отрезка может оказаться даже не один корень, а несколько. 

Рациональные корни многочлена над Z 
В этом пункте будут указаны алгоритмы поиска всех рацио-

нальных, в частности, целых корней многочлена с целыми коэффи-
циентами. 

Теорема 1 (о целых корнях). Всякий целый корень многочле-
на с целыми коэффициентами является делителем его сво-
бодного члена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 1
0 1 1...n n

n nf a x a x a x a-
-= + + + + -  

многочлен c целыми коэффициентами, и целое число k -его ко-
рень. Тогда, по определению корня, выполняется равенство 
( ) 0,f k =  т.е. 1

0 1 1... 0.n n
n na k a k a k a-
-+ + + + =  Перебрасывая все сла-

гаемые, кратные k , в правую часть и вынося общий множитель за 
скобки, получим ( )1 2

0 1 1... .n n
n na k a k a k a- -

-= - + + +  Так как числа ia  

и k -целые, то в скобке стоит целое число, и na  делится на .k  � 
На этой теореме основан алгоритм поиска целых корней мно-

гочлена с целыми коэффициентами: выписать все делители свобод-
ного члена и поочередно вычислять значения многочлена от этих 
чисел. 

Проведение алгоритма поиска целых корней многочлена с вы-
числительной точки зрения может оказаться достаточно трудным: 
например, если свободный член равен 12, то придется сначала вы-
писать все его делители ±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±12, так что потребуется 
«просчитать», по крайней мере, 12 схем Горнера. Однако этот алго-
ритм может быть существенно сокращен, если применять следую-
щее утверждение:  
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Теорема 2 (дополнительная теорема о целых корнях). Если 
целое число k -корень многочлена f  над  Z, то для любого 
целого :m  число ( )f m  кратно .k m-  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из тождества  
xn – yn = (x – y)(xn–1 + xn–2y + ... + xyn–2 + yn–1) 

вытекает, что для целых чисел k и m число kn – mn делится на  
k – m. Значит, разность f(k) – f(m) делится на k – m. Поскольку  
k – корень многочлена f, то f(k) = 0 и f(m) делится на k – m. � 

Точно так же можно получить алгоритм поиска рациональных 
корней многочленов с целыми коэффициентами.  

Теорема 3 (о рациональных корнях). Пусть рациональное 
число p/q – корень многочлена с целыми коэффициентами, 
причем дробь p/q – несократимая. Тогда числитель дроби p – 
делитель свободного члена, а знаменатель q – делитель 
старшего коэффициента многочлена.  

Указанная теорема дает алгоритм поиска рациональных корней 
многочлена с целыми коэффициентами: выписать все делители 
свободного члена и все положительные делители старшего коэф-
фициента и поочередно вычислить значения многочлена от этих 
чисел. 

Отметим, что в задачах для самостоятельного решения приве-
дена также дополнительная теорема о рациональных корнях. 

Примеры 
1. Используя схему Горнера, вычислить значение (3),f  где  

4 24 5 6.f x x x= - + -  
Р е ш е н и е .   

 1 0 –4 5 –6 
3 1 3 5 20 54 

Значит, (3) 54.f =  
2. Какие из чисел 1; 1; 2-  являются корнями многочлена 

5 4 23 5 7 12?f x x x= - - +  



 15 

Р е ш е н и е .   
Для экономии выкладок построим не три отдельные схемы, а 

одну «объединенную»:  

 3 5 0 –7 0 12 
1 3 2 2 –9 –9 3 

–1 3 8 8 –15 15 3 
2 3 1 2 –3 –6 0 

Конечно, при заполнении третьей и четвертой строки таблицы 
«работает» только первая строка – строка коэффициентов много-
члена .f  Мы видим, в частности, что из трех рассмотренных чисел 
только 2c =  является корнем данного многочлена. � 

3. Заполнить схему Горнера целыми числами: 

 1 –1 –1 –1 
    1 

Р е ш е н и е .  
Пусть вторая строка начинается числом .c  Тогда имеем 

 1 –1 –1 –1 
c 1 с – 1 c2 – с – 1 c(c2 – с – 1) – 1 = 1 

Следовательно, целое число c  является корнем уравнения 
( )2 1 2x x x- - =  или 3 2 2 0.x x x- - - =  Заметим, что число 2 являет-

ся корнем этого уравнения. Остальные делители числа 2, т.е. числа 
1, 2,± -  не являются корнями уравнения. � 

4. Доказать, что если старший коэффициент многочлена с це-
лыми коэффициентами равен 1, то всякий рациональный корень 
многочлена является целым числом.  
Р е ш е н и е .   
В самом деле, если p/q – корень многочлена со старшим коэф-

фициентом 1, то по теореме о рациональных корнях число 1 делит-
ся на q, а это возможно только при q = ±1, так что p/q является це-
лым числом. �  
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5. Доказать иррациональность числа 2 3.+  
Р е ш е н и е .   
Пусть 2 3.x = +  Тогда ( )22 25 2 6, 5 24,x x= + - =  следова-

тельно, 4 210 1 0,x x- + =  т.е. 2 3+ -  корень многочлена 
4 210 1.x x- +  Поскольку только числа ±1 могут быть рациональны-

ми корнями этого многочлена, но проверка показывает, что они 
корнями не являются, получаем иррациональность числа 2 3.+  � 

6. Можно ли утверждать, что многочлен 5 4 35 10f x x x= - + -  
26 4 3x x- + -   имеет корень на отрезке [ ]0;1 ?  
Р е ш е н и е .   
Вычислим значение (1) :f  

 1 –5 10 –6 4 –3 
1 1 –4 6 0 4 1 

Итак, значения (0) 3f = -  и (1) 1f =  имеют разные знаки, зна-
чит, на интервале ( )0;1  имеется действительный корень многочле-
на, который не является рациональным. Почему? 

7. Найти рациональные корни многочлена 
6 5 4 3 26 11 18 20 8.f x x x x x x= - + - - + -  

Р е ш е н и е .  
Заметим, что всякий рациональный корень f  является целым. 

Пусть k -  целый корень .f  Тогда k  является одним из чисел  
±1, ±2, ±4, ±8. Используя схему Горнера, вычислим значение ( )1 :f  

 1 –6 11 –1 –18 20 –8 
1 1 –5 6 5 –13 7 –1 

Следовательно, в силу дополнительной теоремы 1k -  делит 
( )1 1.f = -  Составим таблицу возможных значений 1:k -  

k –1 1 –2 2 –4 4 –8 8 
k – 1 –2 0 –3 1 –5 3 –9 7 

Тогда 1 1k - =  и 2.k =  Вычислив значение ( )2 :f  



 17 

 1 –6 11 –1 –18 20 –8 
2 1 –4 3 5 –8 4 0 

убеждаемся, что многочлен имеет один рациональный корень – 
число 2. � 

Упражнения 
11. Используя схему Горнера, вычислите значения ( ) :f c  
а) 4 23 2 1;f x x x= + + +    c =2; 3; –2; –3; –4; 
б) 5 4 3 23 5 7 4 6;f x x x x x= - + - + -    c =2; –2; 3; –3. 

12. Какие из чисел ±1; ±2; ±3 являются корнями уравнения: 
а) 3 26 11 6 0;x x x- + - =  
б) 3 23 4 12 0;x x x+ - - =  
в) 4 3 22 7 3 3 0;x x x x- + - + =  
г) 5 4 3 23 2 19 5 6 0?x x x x x- - - - - =  
13. Найдите сумму коэффициентов многочлена:  
а) ( ) ( )13 125 31 2 ;x x x- + + +  б) ( ) ( )37 653 5 23 1 .x x x x+ + - + -  

14. Какие из чисел 1, 2, 3, 5, 7- - -  являются корнями многочлена: 
а) 3 24 19 14;x x x+ - +  
б) 4 3 26 6 9 70;x x x x+ + - -  
в) 5 4 3 23 40 136 70 667 210?x x x x x+ + - - -  

15. Найдите рациональные корни многочленов: 
а) 4 3 26 4 3 10;x x x x- + + +   
б) 4 3 24 4 3 1;x x x x+ + - -  
в) 5 4 3 26 4 11 10 2;x x x x x+ - - + -  
г) 5 4 3 26 2 2 4 1.x x x x x- + - - -  

16. Докажите, что многочлен 
5 4 3 210 40 76 71 29f x x x x x= - + - + -   

имеет корень на отрезке [ ]1; 2 .  Является ли этот корень рацио-
нальным числом? 
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17. Используя дополнительную теорему о целых корнях, найдите 
целые корни многочленов: 
а) 7 6 5 4 3 27 17 13 11 26 20 8;x x x x x x x- + - - + - +  
б) 7 6 5 4 3 26 8 5 2 14 3 9.x x x x x x x- + + - - + +  

18. Заполните схему Горнера целыми числами: 

а) 2 5 7 11 13 
     6 

 
б) 3 13 15 10 17 16 
      4 

19. Найдите целые корни многочленов: 
а) 6 5 4 3 24 6 7 6 4 8;x x x x x x- + - + - +  
б) 6 5 4 3 23 4 6 8 8;x x x x x x+ - + + - +  
в) 6 4 3 22 6 4 8.x x x x x- - - + -  
г) 6 5 4 3 23 8 18 16 8.x x x x x x- + + - + -  

20. Докажите теорему о рациональных корнях многочлена с целы-
ми коэффициентами. 

1.3. Теорема Безу и следствия из нее 

Теорема Безу 
Связь между корнями многочлена и его делимостью на дву-

члены вида x c-  устанавливает следующая простая теорема. 
Теорема Безу. Пусть f – многочлен, c – некоторое число.  
Тогда 
1) f делится на x – c только, если число c является его корнем; 
2) остаток от деления f на x – c равен f(c). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала мы докажем второе утвержде-
ние. Для этого разделим c остатком f на x – c: f =  (x – c)q + r; по  
определению остатка степень r меньше 1. Значит, остаток r на са-
мом деле является числом. Подставив в равенство f =  (x – c)q + r 
значение x = c, мы получим f(с)  = (с – c)q(с) + r, так что действи-
тельно r = f(c), и второе утверждение доказано.  

Теперь первое утверждение почти очевидно. В самом деле, ут-
верждение «f делится на x – c» означает, что остаток от деления ра-
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вен 0. Но остаток от деления, по доказанному, равен f(c), так что  
«f делится на x – c» означает то же самое, что и f(c) = 0. � 

Оценка сверху для числа корней многочлена 
Теорема (о числе корней многочлена). Многочлен степени n 
имеет не более n корней. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть многочлен f степени n имеет s 
корней, и c – один из его корней. Предположим противное – пусть  
s > n. По теореме Безу, f = (x – c)g, и частное g имеет степень n – 1. 
Всякий корень f, отличный от c, является одновременно и корнем g: 
если f(a) = 0, то (a – c)g(a) = 0, откуда g(a) = 0, так как a¹ c. Други-
ми словами, многочлен g имеет по меньшей мере s – 1 > n – 1  
корень, т.е. число его корней также больше его степени. 

Но с многочленом g можно провести те же рассуждения, и на 
втором шагу получить новый многочлен h, число корней которого 
также больше его степени.  Продолжая таким же образом,  мы при-
дем к многочлену степени 1,  имеющему больше 2 корней,  чего не 
может быть. Полученное противоречие показывает, что предполо-
жение s > n неверно, и следовательно, s не больше n. � 

Нетрудно привести примеры, когда многочлен степени n имеет 
ровно n корней и когда он имеет меньше n корней, в частности, во-
обще не имеет корней. Эти примеры полезно придумать самостоя-
тельно.  

Алгебраическое и функциональное  
равенство многочленов 
Из теоремы Безу легко вытекают два важных следствия. 
Следствие 1. Два многочлена степени, не большей n, принима-

ют одинаковые значения при n + 1 значении x тогда и только то-
гда, когда при каждой степени x они имеют одинаковые коэффи-
циенты.  

«В одну сторону» это утверждение очевидно: если многочлены 
имеют одинаковые коэффициенты, то при всех значениях x они, ес-
тественно, принимают одинаковые значения. Обратно, если много-
члены f и g имеют степень не больше n, то их разность h либо явля-
ется нулевым многочленом, а тогда при каждой степени x они име-
ют одинаковые коэффициенты, либо также имеет степень не 
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больше n. Но эта разность имеет n + 1 корень – это те значения пе-
ременной, при которых совпадают данные два многочлена: для лю-
бого из этих значений c верно h(c) = f(c) – g(c) = 0. Но это противо-
речит теореме о числе корней: число корней разности больше ее 
степени. � 

Следствие 2. Два многочлена принимают одинаковые значения 
при всех значениях x тогда и только тогда, когда при каждой сте-
пени x они имеют одинаковые коэффициенты. 

Это утверждение моментально следует из предыдущего: если 
многочлены принимают одинаковые значения при всех значениях 
x, то они принимают одинаковые значения при числе значений, 
большем наибольшей из их степеней.  

Примеры 
1. Доказать, что числа, стоящие во второй строке схемы Гор-

нера (не считая последнего), – это коэффициенты частного от деле-
ния многочлена f на x – c, где f = a0x4 + a1x3 + a2x2 + a3x + a4 
Р е ш е н и е .  
Пусть задана схема Горнера для f = a0x4 + a1x3 + a2x2 + a3x + a4 и 

числа c 

 a0 a1 a2 a3 a4 
c b0 b1 b2 b3 f(c) 

Положим, g = (b0x3 + b1x2 + b2x + b3)(x – c) + f(c) и докажем, что  
f = g. Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получим  

g = b0x4 + (b1 – сb0)x3 + (b2 – сb1)x2 + (b3 – сb2)x + (f(с) – b3с). 
Учитывая теперь связь между коэффициентами двух строк 

схемы Горнера, имеем 
g = a0x4 + ((a1 + сb0) – сb0)x3 + ((a2 + сb1) – сb1)x2 +  
+ ((a3 + сb2) – сb2)x + a4 = f. � 
2. Решить кубическое уравнение 2x3 – 5x2 + 6x – 3 = 0. 
Р е ш е н и е .  
Теорема Безу дает возможность, найдя один корень многочле-

на, искать далее корни многочлена, степень которого на единицу 
меньше: если f(c) = 0, то f =  (x – c)q, и остается решить уравнение 
q(x) = 0. Иногда этим приемом – он называется понижением степе-
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ни – можно найти все корни многочлена. В частности, подобрав 
один корень кубического уравнения, можно его полностью решить 
– после понижения степени достаточно решить полученное квад-
ратное уравнение.  

Поскольку сумма коэффициентов целого алгебраического 
уравнения равна 0, то один корень кубического уравнения мы знаем 
x = 1. Используя схему Горнера 

 2 –5 6 –3 
1 2 –3 3 0 , 

можно «понизить степень» и решить уравнение 2x2 –  3x + 3 = 0. 
Дискриминант этого квадратного уравнения отрицателен: 

23 4 2 3 9 14 0,- × × = - <  следовательно, кубическое уравнение имеет 
единственный корень x = 1. 

3. Доказать, что корни многочлена f(x) = x3 –  6x2 +  11x – 11 
меньше чем 4. 
Р е ш е н и е .  
Разделим f(x) на (x – 4): 

 1 –6 11 –11 
4 1 –2 3 1 . 

Значит, f(x) = (x2 – 2x + 3)(x – 4) + 1 = (x(x – 2) + 3)(x – 4) + 1, 
откуда ( ) 1f x ³  при 4.x ³  � 

4. Разложить многочлен f(x) = 3x4 – 12x + 8 по степеням (x – 2).  
Р е ш е н и е .  
Для получения разложения многочлена по степеням (x – c) 

можно использовать «длинную» схему Горнера. При заполнении 
очередной строки используется предшествующая строка, послед-
ний элемент которой не включается в схему Горнера: 

 3 0 0 –12 8 
2 3 6 12 12 32 
2 3 12 36 84  
2 3 18 72   
2 3 24 .   

Поскольку в строке между двойными черточками находится 
очередное частное от деления на (x – 2), то получаем разложение 



 22 

f(x) = 3(x – 2)4 + 24(x – 2)3 + 72(x – 2)2 + 84(x – 2) + 32. 
Заметим, что старшие коэффициенты старого и нового много-

членов равны, а остальные коэффициенты расположены на диаго-
нали в расширенной схеме Горнера. � 

5. Для каких чисел a  многочлен 5 2 1f x ax ax= - - +  делится 
на ( )21 ?x +  
Р е ш е н и е .  
Составим «длинную» схему Горнера: 

 1 0 0 –a –a 1 
–1 1 –1 1  –a – 1 1 0 
–1 1 –2 3  –a – 4 a + 5  

Ясно, что ( )1f g x= × +  делится на ( )21x +  тогда и только тогда, 
когда g  делится на ( )1 ,x +  т.е. ( )0 1 5.g a= - = +  Ответ: a = –5. 

6. Используя схему Горнера, вычислить произведение g×(x – c) 
многочлена 3 2

0 1 2 3g b x b x b x b= + + +  на линейный многочлен (x – c). 
В качестве иллюстрации найти произведение (x3 + 2x2 + 3x + 4)(x – 5). 
Р е ш е н и е .  
Заполним вторую строку схемы Горнера, используя число c и 

строку коэффициентов многочлена g, а также в первую клетку пер-
вой строки запишем старший коэффициент многочлена g: 

 b0     
c b0 b1 b2 b3 0 

После этого остальные клетки схемы Горнера однозначно вос-
станавливаются, и в первой строке получаются коэффициенты мно-
гочлена g×(x – c). 

Для вычисления произведения (x3 + 2x2 + 3x + 4)(x – 5) следует 
заполнить первую строку в схеме Горнера: 

 1     
5 1 2 3 4 0 

Допустим, что верхняя строка имеет вид: 

 1 a1 a2 a3 a4 
5 1 2 3 4 0 
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Тогда a1 + 5 = 2, a2 + 10 = 3, a3 + 15 = 4, a4 + 20 = 0. Откуда на-
ходим a1 = –3, a2 = –7, a3 = –11, a4 = –20.  

Значит, (x3 + 2x2 + 3x + 4)(x – 5) = x4 – 3x3 – 7x2 – 11x – 20. � 

Упражнения 
21. Для каких чисел a многочлен f делится на многочлен g:  
а) f = x5 + ax4 – 8x3 + 8x2 – ax – 1, g = (x – 1)3; 
б) f = x5 + ax4 – 8x3 – 8x2 + ax + 1, g = (x + 1)3?  

22. Используя схему Горнера, приведите многочлен к стандартно-
му виду: 
а) (x – 2)(x3 + x2 + x + 1);  
б) (x – 1)(x3 + 2x2 + 3x + 4) + 5;  
в) (x – 1)(x – 2)(x – 3)(x2 + x + 1); 
г) (x3 + 3x + 1)(x2 + 3x + 2). 

23. Решите уравнение: 
а) x3 + 2x2 – 4x + 1 = 0; б) x3 – 6x2 + 8x – 3 = 0; 
в) 2x3 + x2 – 4x + 1 = 0; г) 2x3 – 5x2 – 3x + 6 = 0. 

24. Разложите кубический многочлен f  на неразложимые множители: 
а) 3 22 5 6;f x x x= + - -  б) 3 236 36 11 1;f x x x= - + -  
в) 3 22 7 8 6;f x x x= - + +  г) 3 23 5 7 3.f x x x= + + -  

25. Разложить многочлен 4 3 22 3 4 5f x x x x= - + - +  по степеням:  
а) 1;x -  б) 2;x -  в) 1;x +  г) 2.x +  

26. Докажите, что  
а) всякий многочлен степени n£  можно разложить по степе-

ням ;x c-   
б) многочлены ( )( ) 0,...,kx c k n- =  образуют базис пространст-

ва многочленов [ ]R n x  степени n£  – этот базис называется 
базисом Тэйлора. 

27. После преобразований уравнение  
( )( ) ( )( ) ( )( ) 1
( )( ) ( )( ) ( )( )
x b x c x a x c x a x b
a b a c b a b c c a c b
- - - - - -

+ + =
- - - - - -

 

сводится, очевидно, к квадратному. В то же время легко прове-
рить, что три числа a, b, c являются его корнями. Объясните 
полученное противоречие. 
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28. Решите следующие уравнения, определив их степень и «уга-
дав» корни:  

а) 
4 2 2
5 1 6 0;
3 1 1x

- - =
+

 б) 
2 3 4
2 4 4 0;
2 3 7

x
x

- =
+

 

в) 

3 4 2 1
0 5 5 3

0.
6 3 3 1
6 2 8 12

x
x

x

- -
+

=
- +

 

29. Найдите квадратный трехчлен f по трем значениям: 
а) ( ) ( ) ( )1 2, 0 3, 1 6;f f f- = = =  
б) ( ) ( ) ( )1 12, 2 25, 3 44.f f f= = =  

30. Выведите из теоремы Безу дополнительную теорему о целых 
корнях. 

1.4. НОД многочленов и алгоритм Евклида  

Определение НОД и его свойства 

Определение. Пусть f, g Î R[x], g¹0. Наибольшим общим дели-
телем многочленов f, g (обозначение НОД(f, g)) называется их 
общий делитель наибольшей степени.  
Заметим сразу, что наибольший общий делитель находится не-

однозначно, а с точностью до числового множителя. Если мы хотим 
иметь однозначность НОД, то можно потребовать дополнительно, 
чтобы его старший коэффициент был равен 1. Отметим, что верно 
равенство НОД(0, g) = НОД(g, 0) = g. 

Легко понять, что многочлены f и g имеют те же общие делите-
ли, что и многочлены f и cg, где c – ненулевой скаляр, поэтому 
НОД(f, g) = НОД(f, cg). 

Приведем два свойства наибольшего общего делителя много-
членов f и g.  

1. Если g делит f, то НОД(f, g) = g. 
Справедливость этого свойства следует из определения НОД(f, g). 
2. Если f = gq + r, то НОД(f, g) = НОД(g, r). 
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� Докажем сначала, что пары многочленов (f, g) и (g, r) имеют 
одни и те же общие делители. 

Пусть d½f и d½g. Так как r = f – gq, то d½r. Значит, d – общий де-
литель многочленов g и r. Пусть теперь d½g и d½r. Тогда  
f = gq + r и d½f. Следовательно, d – общий делитель многочленов f и g. 

Таким образом, пары многочленов (f, g) и (g, r) имеют одни и 
те же общие делители. Следовательно, НОД(f, g) = НОД(g, r). � 

Алгоритм Евклида 
Наибольший общий делитель многочленов f, g можно найти с 

помощью алгоритма Евклида, который состоит в следующем.  
Пусть g ¹ 0. Разделим f на g с остатком: f = gq1 + r1. Если  

r1 =  0,  то НОД(f, g) = g. Если r1 ¹ 0, то разделим g с остатком на  
r1: g = r1q2 + r2. 

Если r2 = 0, то процесс деления закончим, а если r2 ¹ 0, то раз-
делим r1 с остатком на r2: r1 = r2q3 + r3. 

Продолжая далее таким же образом, мы заканчиваем вычисле-
ния, как только получается остаток, равный 0. Такой остаток на не-
котором шагу обязательно получится. В самом деле, степень остат-
ка всегда меньше степени делителя, так что 

deg g> deg r1 > deg r2 > deg r3 > ... 
Если бы процесс деления с остатком не оборвался, то мы полу-

чили бы бесконечную убывающую последовательность натураль-
ных чисел, а такой последовательности не может быть: для любого 
натурального числа k > 1 существует только k – 1 натуральное чис-
ло, меньшее его. 

Итак, в результате указанного алгоритма получим соотношения:  
f = gq1 + r1 , 
g = r1q2 + r2 , 
r1 = r2q3 + r3 , 
. . . . . . . . . . . . . 
rn–2 = rn–1qn–1 + rn , 
rn–1 = rnqn . 

Тогда на основании свойств 1 и 2:  
НОД(f, g) = НОД(g, r1) = НОД(r1, r2) = . . . = НОД(rn–1, rn) = rn. 
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Следовательно, наибольший общий делитель многочленов f и g 
совпадает с последним ненулевым остатком rn  в алгоритме Евкли-
да для многочленов f и g.  

Теорема о линейном представлении НОД 

Теорема (о линейном представлении НОД). Если d – наиболь-
ший общий делитель многочленов f и g, то существуют такие 
многочлены u и v, что выполняется равенство d = fu + gv. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что многочлены f и g связаны 
указанными выше соотношениями. Докажем, что каждый из много-
членов rk линейно выражается через f и g с подходящими коэффи-
циентами из области R[x]. Для многочлена r1 утверждение триви-
ально: r1 = f – gq1. Считая, что каждый из многочленов r1, r2, . . . , rn–1 
является подходящей линейной комбинацией многочленов f и  
g (rs = us f + vs g), имеем  

rn = un–2f + vn–2g – (un–1f + vn–1g)qn = (un–2 – un–1qn)f + (vn–2 – vn–1qn)g. � 

Примеры 

1. Найти НОД многочленов f = x474 – 1 и g = x342 – 1. 
Р е ш е н и е .  
Применим алгоритм Евклида. Проводить алгоритм можно с 

помощью деления «уголком», но для удобства записи мы будем 
применять достаточно очевидную группировку. 

Первый шаг: x474 – 1 = (x342 – 1)x132 + x132 – 1, r1 = x132 – 1.  
Второй шаг: x342 – 1 = (x132 – 1)x210 + x 210 – 1 = 
= (x132 – 1)x210+ ( x132 – 1)x78 + x78 – 1 = 
= (x132 – 1)(x210 + x78) + (x132 – 1) x78

 + x78 – 1, r2 = x78 – 1. 
Третий шаг: x132 – 1 = (x78 – 1)x54 + x54 – 1, r3 = x54 – 1.  
Четвертый шаг: x78 – 1 = (x54 – 1)x24 + x24 – 1, r4 = x24 – 1. 
Пятый шаг: x54 – 1 = (x24 – 1)(x30 + x6) + x6 – 1, r5 = x6 – 1. 
Шестой шаг: x24 – 1 = (x6 – 1)(x18 + x12 + x6 + 1).  
Следовательно, НОД многочленов  x474 – 1 и x342 – 1 равен  x6 – 1.  
2. Найти линейное представление НОД многочленов  
f = x3 – 2,   g = x2 + 2x + 2.  
Р е ш е н и е .  
Деление с остатком проведем «уголком»: 
f = x3 – 2 = (x2 + 2x + 2)(x – 2) + (2x + 2) = (x – 2)g + r1, 
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g = x2 + 2x + 2 = (2x + 2)( )1 1
2 2x +  + 1. 

Так как r1 на 1 делится, то НОД данных многочленов равен 1. 
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Для упрощения вычислений это равенство сначала умножим на 2: 
2x2 + 4x + 4 = (2x + 2)(x + 1) + 2, 

или 2g = 2(x + 1) r1+ 2. Из этого равенства имеем: 
2 = 2g – 2(x + 1)r1, 

а из самого первого равенства r1 = f – (x – 2)g, и поэтому 
2 = 2g – 2(x + 1)r1 = 2g – 2(x + 1) [f – (x – 2)g] = 

= 2g – 2(x + 1)f + 2(x – 2)( x + 1)g = (x2 – x)g – 2( x + 1)f. 
Поэтому, положив u = –2(x + 1), v = x2 – x, мы получим, наконец, 
1 = fu + gv. � 

3. Пусть , , , R[ ]f g u v xÎ  и d = fu + gv. Доказать, что если d½f и 
d½g, то d = НОД(f, g). 
Р е ш е н и е .   
Пусть h = НОД(f, g). Тогда по теореме о линейном представле-

нии НОД для подходящих многочленов p, q: h = fp + gq. Поскольку 
d½f и d½g, то d½h. C другой стороны, h½f и h½g, значит, h½d. По-
скольку d и h делят друг друга, то d = НОД(f, g). � 

4. Многочлены f, g называются взаимно простыми,  если их 
НОД(f, g) = 1. Доказать, что для взаимно простых многочленов f, g 
и произвольного многочлена h верно свойство: если f½gh, то f½h.  
Р е ш е н и е .  
По теореме о линейном представлении НОД для подходящих 

многочленов p, q: 1 = fp + gq. Умножим обе части равенства на h:  
h = f(ph) + (gh)q. 
Поскольку каждое из слагаемых в правой части кратно f, то и h 

кратно f. � 

Упражнения 

31. Докажите, что для любых многочленов 
 ( ) ( ), , : , , .f g h f g f g fh= -  

32. Для взаимно простых многочленов ,f g  докажите справедли-
вость следующих свойств:  

 а) если fh  делится на ,g  то h  делится ;g  
б) если h  делится на f  и на ,g  то h  делится на .fg  
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33. Докажите, что если многочлены ,f g  взаимно просты, то  
а) ( ), ;fh gh h=  б) ( ) ( ), , .f gh f h=  

34. Пусть даны многочлены ( ), 1,2 .i if g i =  Допустим, что 

( ), 1i jf g =  для любых чисел , 1,2.i j =  Докажите, что 1 2f f  и 

1 2g g  взаимно просты. 

35. Докажите, что дробь 2 2
f x

f x
+
+

 сократима на некоторый много-

член положительной степени в том и только в том случае, ко-
гда ( )0 0.f =  

36. Для данных многочленов ,f g  докажите равенство: 
а)  (f, g) = (x – 1)(x + 1), если f = (x – 1)(x + 1)(x – 2),  

g = (x – 1)2(x + 1); 
б) (f, g) = (x + 2)(x + 3), если f = (x + 1)(x + 2)(x + 3),  

g = (x – 1)(x + 2)(x + 3); 
в) (f, g) = (x2 + x + 1), если f = (x + 1)(x2 + x + 1),  

g = (x + 2)(x2 + x + 1); 
г) (f, g) = (x2 + 3x + 4), если f = (x2 + 2x + 3)(x2 + 3x + 4),  

g = (x + 1)(x + 2)(x2 + 3x + 4). 
37. Найдите наибольший общий делитель d  многочленов , :f g  
а) f = x3 + x – 2,   g = x3 + x2 – x – 1; 
б) f = x3 + 2x2 – 1,   g = x3 + x2 + x + 1; 
в) f = x3 + 6x2 + 11x + 6,   g = x3 + 7x2 + 14x + 8; 
г) f = x3 + 4x2 + 7x + 4,   g = x3 + 5x2 + 10x + 8. 

38. Найдите НОД многочленов и его линейное представление: 
а) x3 – 1 и x4 – 1; б) x6 – 1 и x8 – 1; 
в) x5 и x6 – 1; г) x6 и x8 + 1. 

39. Найдите наибольший общий делитель и его линейное пред-
ставление для многочленов , :f g  
а) f = (x + 1)(x + 2)(x + 3),   g = (x – 1)(x + 2)(x + 3); 
б) f = (x2 – 1)(x – 2),   g = (x – 1)2(x + 1). 

40. Докажите, что каждый многочлен положительной степени 
представим в виде суммы двух взаимно простых многочленов 
той же степени. 
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1.5. Комплексные числа 

Алгебраическая форма комплексного числа 
Комплексное число z  обозначается 

символом ,a bi+  где a  и b  – действитель-
ные числа; a и b  называются соответ- 
ственно действительной и мнимой ча-
стью комплексного числа; символ ,i  оп-
ределяемый условием 2 1,i = -  называется 
мнимой единицей. Такое представление 
комплексного числа z  называется его ал-
гебраической формой; действительную 
часть числа z  обозначают ( )Re ,z  а мнимую – ( )Im .z  Если 

( )Im 0,z =  то z  – действительное число; если ( )Re 0,z =  то z  имеет 
вид bi  и называется мнимым. 

Множество комплексных чисел обозначается буквой C.  
Комплексные числа удобно изображать точками на плоскости 

R2. 
Действительные числа отмечаются на оси абсцисс, которая по 

этой причине называется действительной осью; чисто мнимые 
числа отмечаются на оси ординат, называемой мнимой осью.  

Действия над комплексными числами 
Два комплексных числа 1 1 1z a b i= +  и 2 2 2z a b i= +  равны, если 

1 2a a=  и 1 2 .b b=  Алгебраические операции сложения, вычитания, 
умножения и деления комплексных чисел выполняются аналогично 
соответствующим операциям над многочленами. Пусть 1 1 1z a b i= +  
и 2 2 2z a b i= +  – два комплексных числа. Сумма 1 2z z+  и произведе-
ние 1 2z z×  вычисляются по формулам: 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 ,z z a a i b b+ = + + +
 ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 .z z a a b b i a b a b× = - + +

 Если z a bi= + - комплексное число (разумеется, , Ra bÎ ), то 
число z a bi= -  называется комплексно сопряженным к .z  Заметим, 

         y 
 
   b              · z = a + bi 
              r 
    i ·      
                    j 
                         ·                       
        0         1   a              x 
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что комплексно сопряженные числа ,z z  симметричны относитель-

но действительной оси, и  ,z z=  R.z z z= Û Î  
Кроме того, сопряжение сохраняет арифметические операции, 

в частности: 
; .z t z t z t z t+ = + × = ×  

Тригонометрическая форма комплексного числа 
Каждому комплексному числу z a bi= +  может быть поставлен 

в соответствие вектор ( ) 2, .a b ÎR  Длина этого вектора, равная 
2 2 ,a b+  называется модулем комплексного числа z  и обозначает-

ся через .z  Ясно, что 2 .z z z= ×  
Угол j  между данным вектором и положительным направле-

нием оси Ox  называется аргументом комплексного числа z  (обо-
значениеarg z ). В общем случае, аргумент числа z a bi= +  может 
быть найден как решение системы:  

sin , coss .b a
z z

j j= =  

Значение аргумента определяется с точностью до слагаемых 
вида 2 , Z.k kp Î  Главное значение аргумента находится на проме-
жутке ( ; ]p p-  (или [0; 2 )p  в зависимости от договоренности) и  
определено однозначно. Отметим специально, что аргумент нуле-
вого числа не определен.  

Любое комплексное число 0z ¹  может быть представлено в 
виде  ( )cos sin .z z ij j= +  

Такая форма записи комплексного числа называется тригоно-
метрической.  

Используя сокращение cos sine ij j j= +  (формула Эйлера), 
комплексное число может быть представлено также в показатель-
ной форме .z z ej=  

Произведение и частное двух отличных от нуля комплексных 
чисел  

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2cos sin , cos sin ,z z i z z i= + = +j j j j  

записанных в тригонометрической форме, находятся по формулам: 
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( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sin ,z z z z ij j j j× = + + +  

( ) ( )( )11
1 2 1 2

2 2

cos sin .
zz i

z z
j j j j= - + -  

Доказательство этих формул легко получается на основании 
известных тригонометрических соотношений: 

( )
( )

cos cos cos sin sin ,

sin sin cos coss sin .

a b a b a b

a b a b a b

+ = -

+ = +
 

Справедлива также формула Муавра, позволяющая вычислять 
натуральную степень комплексного числа ( )cos sin :z z ij j= +  

(cos sin ), N.nnz z n i n nj j= + Î  

Доказательство этой формулы легко получается по индукции. 
Корнем n-ой степени из комплексного числа z  называется ком-

плексное число u  такое, что .nu z=  Корни n-ой степени вычисля-
ются по формуле 

2 2cos sin , 0, 1;n n
k

k kz u z i k n
n n

j p j pæ ö+ +æ ö æ ö= = + = -ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø
 

и изображаются вершинами правильного n-угольника. В частности, 
корни n-ой степени из единицы представимы в виде 

2 2cos sin , 0, 1;k i k k n
n n
p pæ ö æ ö+ = -ç ÷ ç ÷

è ø è ø
 и изображаются вершинами 

правильного n-угольника, вписанного в окружность с центром в на-
чале координат, одна из вершин которого имеет координаты (1, 0).  

Примеры 

1. Вычислить: а) (1 2 )(2 3 );i i+ +    б) 1 2 .
1

i
i

+
-

 

Р е ш е н и е .  
а) По правилу умножения комплексных чисел имеем:  

( ) ( )(1 2 )(2 3 ) 1 2 2 3 1 3 2 2 4 7 ;i i i i+ + = × - × + × + × = - +  

б) Умножая числитель и знаменатель дроби на число, сопря-

женное знаменателю, получаем 1 2 (1 2 )(1 ) 1 3 .
1 (1 )(1 ) 2

i i i i
i i i

+ + + - +
= =

- - +
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2. Решить уравнение в области C: 
а) 2 4 13 0;z z+ + =  б) ( )2 1 6 15 3 0.z i z i+ + - + =  
Р е ш е н и е .  
а) Выделим полный квадрат: 

( ) ( )22 24 13 4 4 9 2 9,z z z z z+ + = + + + = + +  

значит, ( ) ( )2 22 9 3 .z i+ = - = Откуда находим корни: 1 23 , 3 .z i z i= - =  

б) Поскольку ( ) ( )21 6 4 15 3 25,D i i= + - - + =  то корни уравне-

ния можно найти обычным «школьным» способом: 1,2
1 6 5

2
iz - - ±

=  

или 1 23 3 , 2 3 .z i z i= - - = -  

3. Решить систему уравнений в области комплексных чисел C: 

( ) ( )
( ) ( )
3 3 2 2 17 15 ,
1 3 3 5 40 8 .

i z i w i
i z i w i

ì + + - + = -
í + + - + = -î

 

Р е ш е н и е .  
Будем решать систему уравнений, используя формулы Краме-

ра. Вычислим главный определитель системы 

( )( ) ( )( )3 3 2 2
3 3 3 5 2 2 1 3 16 10 .

1 3 3 5
i i

i i i i i
i i

+ - +
D = = + - + - - + + = - +

+ - +
 

Поскольку 0,D ¹  то система имеет единственное решение. 
Найдем вспомогательные определители, входящие в формулы Кра-
мера: 

1

17 15 2 2
88 34 ,

40 8 3 5
i i

i
i i

- - +
D = = +

- - +
   2

3 3 17 15
82 60 .

1 3 40 8
i i

i
i i

+ -
D = = +

+ -
 

Поэтому 1 88 34 3 4 ,
16 10

iz i
i

D +
= = = - -
D - +

 82 60 2 5 .
16 10

iw i
i

+
= = - -
- +

 

4. Представить в тригонометрической форме число 1 3.z i= +  
Р е ш е н и е .  
Вычислим модуль z : 1 3 2.z = + =  Тогда 

1 31 3 2 2 cos sin .
2 2 3 3

z i i ip pæ ö æ ö= + = + = +ç ÷ ç ÷
è øè ø

 



 34 

5. Вычислить 
201 .

1i
æ ö
ç ÷-è ø

 

Р е ш е н и е .  

Найдем тригонометрическую форму числа 1 .
1

z
i

=
-

 Имеем 

1 1 1 2 2 2 2 5 5cos sin .
1 2 2 2 2 2 2 4 4

z i i i
i

p pæ ö æ ö= = - - = - - = +ç ÷ ç ÷- è øè ø
 

Тогда по формуле Муавра находим 
20

20 2 100 100cos sin
2 4 4

z i
æ ö p pæ ö= + =ç ÷ ç ÷

è øè ø
 

10 12 (cos 25 sin 25 )
1024

i-= p + p = -  

6. Решить уравнение 6 64.z =  
Р е ш е н и е .  
У данного уравнения на множестве комплексных числах суще-

ствует шесть корней. Чтобы их найти, представим число 64 в три-
гонометрической форме: ( )64 64 cos0 sin 0 .i= + Тогда 

6 0 2 0 264 cos sin
6 6k

k kz iæ ö+ p + pæ ö æ ö= + =ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø
 

2 22cos sin ,
3 3

k kip pæ ö æ ö= +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 0,1, ,5,k = K  

т.е. ( )0 2 cos0 sin 0 2,z i= + =   1 2 cos sin 1 3,
3 3

z i ip pæ ö= + = +ç ÷
è ø

 

2
2 22 cos sin 1 3,
3 3

z i ip pæ ö= + = - +ç ÷
è ø

 ( )3 2 cos sin 2,z ip p= + = -  

4
4 42 cos sin 1 3,
3 3

z i ip pæ ö= + = - -ç ÷
è ø

 

5
5 52 cos sin 1 3.
3 3

z i ip pæ ö= + = -ç ÷
è ø

 

Заметим, что найденные значения корней совпадают с верши-
нами правильного шестиугольника, вписанного в окружность ра-
диуса 2 с центром в начале координат, причем одна из вершин на-
ходится в точке (2; 0). 



 35 

Упражнения 

41. Вычислите значение выражения: 
а) ( )( )2 3 3 4 ;i i+ -  б) ( )( )13 2 3 ;i i- -  

в) ( )( ) ( )( )1 2 3 2 3 1 ;i i i i+ - + + -  г) ( )810 1 .i i- +  

42. Докажите, что сумма и произведение комплексно сопряженных 
чисел является действительным числом. Что можно сказать о 
разности комплексно сопряженных чисел? 

43. Представьте комплексное число в алгебраической форме: 

а) 2 ;
1 i+

 б) 1 ;
2

i
i

+
+

 

в) 
( )( )

3 ;
1 1 2

i
i i
+

+ -
 г) ( )21 2

.
4 3

i
i

+
+

 

44. Решите систему уравнений в области комплексных чисел C: 

а) 
(1 ) 1 4 ,

(2 ) 2 5 ;
i z iw i

iz i w i
+ + = - +ì

í + + = +î
 

б) ( ) ( )
( ) ( )
1 2 2 3 12 4 ,

2 1 3 4 .
i z i w i

i z i w i
ì + + - - = +
í - + + + = - +î

 

45. Найдите комплексные корни квадратного уравнения: 
а) ( )2 3 3 0;z z i- + + =  б) ( )2 5 7 0;z z i- + + =  

в) ( )2 2 7 1;z i z i- + + =  г) ( )2 2 3 5 5 .z i z i+ - + =  

46. Решите уравнения в комплексных числах: 
а) 4 1;z =  б) 3 1;z = -  
в) 6 1;z =  г) 5 3 2 1 0.z z z+ + + =  

47. Изобразите комплексные числа на плоскости: 
а) 1 ;i+  б) 2 1;i -  
в) 2 3 ;i-  г) sin cos .ia a+  

48. Найдите аргумент следующих комплексных чисел:  
а) положительного действительного числа;  
б) отрицательного действительного числа;  
в) мнимого числа. 
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49. Докажите справедливость равенств:  

а) 1 3 2,i- - = ( ) 4arg 1 3 ;
3

i p
- - =   

б) 3 2,i- = ( ) 11arg 3 .
6

i p
- =  

50. Представьте в тригонометрической форме комплексные числа: 
а) 1 3 ;i-  б) 4;-  
в) 1 ;i-  г) 3 .i-  

51. Используя формулу Муавра, вычислить: 

а) ( )251 ;i+  б) ( )15
1 3 ;i-  в) 

20
1 3 .

1
i

i
æ ö+
ç ÷-è ø

 

52. Решить уравнение:  
а) 8 256;z =  б) 3 27;z =  в) 4 16;z = -  г) 3 .z i=  

1.6. Многочлены и дроби над R и C  

Основная теорема алгебры комплексных чисел 
Число w  называется корнем кратности k  многочлена ( ),f z  

если ( )f z  делится на ( ) ,kz w-  но не делится на ( ) 1 .kz w +-  Корни 
кратности 1 называются простыми. 

Согласно основной теореме алгебры комплексных чисел: вся-
кий многочлен ( )f z  с комплексными коэффициентами имеет хотя 
бы один комплексный корень.  

Более того, всякий многочлен ( )f z  над C положительной сте-
пени n представим в виде 0

1

( ) ( ) ,ik
i

i s
f z a z n

£ £

= -Õ  где числа 1,..., sn n  

попарно различны, причем степень многочлена ( )f z  равна сумме 
кратностей корней, т.е. 1 ... .sn k k= + +  

Разложение многочлена над R на неприводимые  
множители 
Напомним, что многочлен положительной степени называется 

неприводимым (над R), если его нельзя представить в виде произ-
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ведения сомножителей, имеющих меньшую степень. Каждый ли-
нейный многочлен неприводим. 

Теорема (о структуре неприводимых многочленов над R). 
Неприводимый многочлен над R либо линейный, либо квад-
ратный с отрицательным дискриминантом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
1

0 1 1( ) ...n n
n nf x a x a x a x a-
-= + + + + -   

неприводимый многочлен над R степени не меньшей 2. В силу ос-
новной теоремы алгебры комплексных чисел многочлен f  имеем 
комплексный кореньw :  

1
0 1 1... 0.n n

n na w a w a w a-
-+ + + + =  

Применяя комплексное сопряжение к обеим частям этого ра-
венства и замечая, что числа ai действительны, получаем 

1
0 1 1... 0,

n n
n na w a w a w a

-

-+ + + + =  
следовательно, многочлен f  имеет два различных комплексно-
сопряженных корня w  иw . Тогда по теореме Безу f  делится на 
многочлен g(x) = ( )( )x w x w- - = ( )2 ,x w w x w w- + + ×  поскольку 
линейные сомножители взаимно просты. Учитывая, что g имеет 
действительные коэффициенты, получаем, что f делится на g в об-
ласти R[x]. Из неприводимости f над R вытекает, что он отличается 
от g на действительный числовой множитель. � 

Следствие. Всякий многочлен f(x) над R представим в виде 

0( ) ( ) ( )i im M
i i

i i

f x a x c p xæ öæ ö
= -ç ÷ç ÷

è øè ø
Õ Õ ,  

где ci – действительные корни кратности mi, pi – действительные 
квадратные трехчлены со старшим коэффициентом 1 и отрица-
тельным дискриминантом. 

Простейшие дроби 

Ненулевая дробь n
q
p

, где p неприводим и deg q < deg p, называ-

ется простейшей. Например, из двух дробей 
( ) ( )5 22

2 3 1;
11

x x
xx x

+ -

++ +
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первая является простейшей, а вторая нет. Приведем общий вид 
простейших дробей над R: 

Неприводимый  
многочлен p  

Общий вид  

простейшей дроби n
q
p

 

p x a= -  
, , R

( )n
b a b

x a
Î

-
 

( )2 0p x ax b D= + + <  
2 , , , , R

( )n
cx d a b c d

x ax b
+

Î
+ +

 

 
Теорема (о простейших дробях). Всякая дробь представима 
в виде суммы многочлена и простейших дробей, причем такое 
представление определено однозначно с точностью до по-
рядка слагаемых. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  существования представления дроби в 
виде суммы простейших разобьем на несколько этапов. 

10. Если p, q – взаимно простые многочлены, то 1 u v
pq p q

= +  

для некоторых u, v. 
Действительно, по теореме о линейном представлении НОД 

существуют многочлены u и v такие, что qu + pv = 1, откуда после 
деления обеих частей на pq получаем требуемое равенство. 

20. Рассмотрим произвольную дробь f
g

. Записав знаменатель в 

в виде произведения неприводимых множителей и воспользовав-

шись пунктом 10, получаем представление дроби f
g

 в виде суммы 

дробей, знаменатели которых являются степенями неприводимых 
многочленов. 

30. Каждая дробь n
f

p
, где p – неприводимый многочлен, являет-

ся суммой простейших. 
Проведем индукцию по степени числителя. Разделив f на p с 

остатком, имеем f = pq + r. Разделив теперь обе части этого равен-
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ства на pn, получим представление 1n n n
f q r

p p p-= + , в котором каждая 

из дробей в правой части находится в предположении индукции. 
Таким образом, существование разложения доказано. Одно-

значность разложения примем без доказательства. � 

Примеры 

1. Указать многочлен ( )f z  с комплексными коэффициентами 
степени 4, если известны его корни: корень 1 кратности два, про-
стые корни 2  иi . 
Р е ш е н и е .  
Многочлен ( )f z  делится на ( )21 ,z -  ( )2 ,z -  ( ) ,z i-  значит,  

( ) ( )( )2( ) 1 2 .f z z z z i= - - -  

2. Указать все многочлены ( )f x  наименьшей степени с дей- 
ствительными коэффициентами, если известны их простые корни: 
3, 5 и 1 .i+  
Р е ш е н и е .  
Поскольку у многочлена ( )f x  действительные коэффициенты, 

то он имеет также сопряженный к 1 i-  корень, значит, ( )f x делится 
на многочлены 3,x -  5,x -  ( )( ) ( )( ) 21 1 2 2.x i x i x x- + - - = - +  По-
скольку эти многочлены попарно взаимно просты, то 
( ) ( )( )( )23 5 2 2 ,f x c x x x x= - - - +  где c  – ненулевое действитель-

ное число. 
3. Доказать, что если многочлен ( )f x  с действительными ко-

эффициентами имеет комплексно сопряженные корни w  и ,w  то их 
кратности совпадают. 
Р е ш е н и е .  
Допустим, для определенности, что кратности корней w  и w  

равны 2 и 3 соответственно. Тогда ( ) ( ) ( )22 2 ,f x x w x w h g h= - - × = ×  

где ( )( ) R[ ].g x w x w x= - - Î  Поскольку , R[ ],f g xÎ  то и R[ ]h xÎ . 

Заметим, что многочлен h  имеет корень ,w  но не имеет корень w , 
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иначе его кратность в ( )f x  была бы больше 2. Таким образом, мы 
получили противоречие с доказанной выше теоремой. � 

Теорема о простейших дробях позволяет находить разложение 

дроби ,f
g

 где deg deg ,f g<  в виде суммы простейших с помощью 

метода неопределенных коэффициентов, который проиллюстриру-
ем на двух примерах.  

4. Разложить дробь 2
2

1x -
 в сумму простейших над R. 

Р е ш е н и е .  
По теореме о простейших дробях имеем представление 

2
1 ,

1 1 1
a b

x x x
= +

- - +
 

в котором a, b – неизвестные числа. После умножения обеих частей 
равенства на общий знаменатель получим равенство многочленов: 

2 = a(x + 1) + b(x – 1). 
Подставляя вместо значения –1 и 1, получаем 

1: 2 2 ,
1: 2 2 .

x b
x a
= - = -
= =

 

Значит, 1, 1,a b= = - и 2
2 1 1 .

1 1 1x x x
= -

- - +
 � 

5. Разложить дробь 3
3

1x -
 в сумму простейших над R. 

Р е ш е н и е .  
По теореме о простейших дробях имеем представление 

3 2
1 ,

1 1 1
a bx c

x x x x
+

= +
- - + +

 

в котором a, b, c – неизвестные числа. После умножения обеих  
частей равенства на общий знаменатель получим равенство много-
членов: 

3 = a(x2 + x + 1) + (bx + c)(x – 1). 
Сравнивая коэффициенты при степенях переменной 2 , ,1,x x  

получаем систему 
a + b = 0,   a – b + c = 0,   a – c = 3. 
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Складывая почленно указанные равенства, получаем: 3a = 3, 
откуда находим числа a = 1, b = –1, c = –2. Значит, 

3 2
3 1 2 .

1 1 1
x

x x x x
+

= -
- - + +

� 

6. Представить дробь в виде суммы простейших: 

а) 
( )

3

5 ;
1

x
x -

 б) 
( )

3

22

3 .
1

x

x x

+

+ +
 

Р е ш е н и е .  
а) Разложим многочлен 3x  по степеням 1:t x= -  

3 3 3 2( 1) 3 3 1.x t t t t= + = + + +  

Тогда имеем
( )

3 3 2

5 5 2 3 4 5

3 3 1 1 3 3 1
1

x t t t
t t t t tx

+ + +
= = + + +

-
. 

б) Заметим, что ( ) ( )( )3 3 23 1 4 1 1 4.x x x x x+ = - + = - + + +  Тогда 

( ) ( )
3

2 222 2

3 1 4 .
11 1

x x
x xx x x x

+ -
= +

+ ++ + + +
� 

Упражнения 

53. Известно, что кубический многочлен 3 2( )f x x ax bx c= + + +  
имеет корни 1, 2 и 3.  
а) Докажите равенство ( )( )( )( ) 1 2 3 ;f x x x x= - - -   
б) Найдите коэффициенты многочлена ( ).f x  

54. Известно, что многочлен ( ) [ ]Rf x xÎ  имеет корни 2  и 5.  Дока-
жите, что ( )f z  делится на квадратный трехчлен 2 7 10.x x- +  

55. Известно, что многочлен ( ) [ ]Rf x xÎ  имеет корни ( )2 i+  и 
( )2 .i-  На какой квадратный трехчлен делится ( )?f x  

56. Может ли квадратное уравнение в области комплексных чисел:  
а) не иметь корней;  
б) иметь более двух корней? 
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57. Найдите корни многочлена ( )f z  с указанием их кратности: 
а) ( ) ( ) ( )3 2( ) 1 2 3 ;f z z z z= - - -  

б) ( )( )22( ) 7 10 2 ;f z z z z= - + -  

в) ( )( )2 2( ) 3 2 4 3 ;f z z z z z= - + - +  

г) 7( ) 1.f z z= -  

58. Разложите многочлен ( )f z  на линейные множители над C: 
а) 3 2( ) 24 26 9 1;f z z z z= - + -   
б) 3 2( ) 12 4 3 1.f z z z z= - + -  

59. Какой из многочленов можно разложить на линейные множи-
тели с целыми коэффициентами: 
а) 1002 100;x -  б) 14 9 52 ;x x x x+ - -  
в) 13 122 2 1;x x x- + -  г) 11 10 75 3 1?x x x- + +  

60. Укажите стандартный вид многочлена с действительными ко-
эффициентами и старшим коэффициентом 1, если известны его 
простые корни: 
а) 2, 3, , 1 ;z z z i z i= = = = -  б) ,1 2 , 2 .i i i- - -  

61. Представьте дробь в виде суммы простейших:  

а) 2
3 ;

2x x+ -
 б) 2 ;

3 2
x

x x- +
 

в) 2 8 ;
( 1)( 2)( 3)

x
x x x

+
+ + +

 г) 2 .
( 1)( 2)( 3)x x x- - -

 

62. Представьте дробь в виде суммы простейших:  

а) 
3 2

4

4 7 2 ;
( 2)

x x x
x

- + -
-

 б) 
( )

3 2

22

2 3 3;
1

x x x

x x

+ + +

+ +
 

в) 2 2
4 ;

( 1)x -
 г) 

2

4

4 .
1

x
x -
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