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Обозначения

Выборочное среднее

 𝑥 =
𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛
𝑛

Выборочная дисперсия

𝑉𝑎𝑟 𝑥 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 −  𝑥
2

Выборочная ковариация

𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 −  𝑥 𝑦𝑖 −  𝑦
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Свойства ковариации

𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 −  𝑥 𝑦𝑖 −  𝑦 = 𝑥𝑦 −  𝑥  𝑦

1. 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑏 = 0

2. 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑏𝑦 = 𝑏 ∗ 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦

3. 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 + 𝑏 = 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦

4. 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 + 𝑧 = 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 + 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑧

𝑏— константа
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Свойства дисперсии

𝑉𝑎𝑟 𝑥 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 −  𝑥
2 = 𝑥2 −  𝑥 2

1. 𝑉𝑎𝑟 𝑏 = 0

2. 𝑉𝑎𝑟 𝑏𝑥 = 𝑏2 ∗ 𝑉𝑎𝑟 𝑥

3. 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑏 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥

4. 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑦 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑉𝑎𝑟 𝑦 +
+2𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦

𝑏— константа
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Обозначения

Выборочная ковариация

𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 −  𝑥 𝑦𝑖 −  𝑦

Выборочный коэффициент корреляции

𝐶𝑜𝑟𝑟 𝑥, 𝑦 =
𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝑉𝑎𝑟 𝑥 ∗ 𝑉𝑎𝑟(𝑦)
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Парная регрессия

Пусть имеется информация о двух переменных: x и y. 

Выборка из n наблюдений переменной x 1 2( , ... )nx x x   

и n наблюдений переменной y 1 2( , ... )ny y y . 

 

Мы предполагаем, что переменные x и y взаимосвязаны и 

хотим проверить это предположение. 

Парный регрессионный анализ как раз и заключается в 

исследовании зависимости между парой переменных. 
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Метод наименьших квадратов (1)

Пусть имеется набор из n пар наблюдений ),( ii yx , ni ...2,1  

Задача: подобрать функцию, которая наилучшим образом 

описывает зависимость y от x 

 

У

x
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Метод наименьших квадратов (1)

Пусть имеется набор из n наблюдений ),( ii yx , ni ...2,1  

Задача: подобрать функцию, которая наилучшим образом 

описывает зависимость y от x 

 

У

x
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Метод наименьших квадратов (2)

Будем считать, что функция линейная: ii xy 21
ˆˆˆ    

 

iiiii xyyye 21
ˆˆˆ    — отклонения значений этой 

функции ( iŷ ) от фактических наблюдений ( iy ) 

 

Идея метода наименьших квадратов: подбор параметров 1̂  

и 2̂  таким образом чтобы сумма квадратов отклонений  





n

i

in eeee
1

222
2

2
1 ...  

была наименьшей 
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Метод наименьших квадратов (3)
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Метод наименьших квадратов (4)
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Метод наименьших квадратов (5)











0ˆˆ

0ˆˆ

2
21
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Остатки регрессии

iy  — фактические значения 

ˆ
iy  — предсказанные значения (лежат на линии 

регрессии) 

ˆ
i i ie y y  — остатки регрессии 

 
Отметим несколько полезных свойств, связанных с 
остатками полученной парной регрессии: 

(1) 0ie     (2) 0i ix e   

(3) ˆ
i iy y   (4) ˆ( , ) 0Cov e y   
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Качество оценивания (1)

ii xy 21
ˆˆˆ   ,  iii yye ˆ  

iii yey ˆ  

По правилам вычисления дисперсии: 

 )ˆ()( yeVaryVar  

)ˆ,(2)ˆ()( yeCovyVareVar  , 

Так как 0)ˆ,( yeCov , 

то )ˆ()()( yVareVaryVar   
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Качество оценивания (2)

)ˆ()()( yVareVaryVar   

    
222

ˆ
111

yy
n

e
n

yy
n

iii  

   

RSSESSTSS

yyeyy iii  
222

ˆ
 

TSS — total sum of squares 

ESS — error sum of squares 

RSS — regression sum of squares 

Внимание: в некоторых учебниках другие обозначения! 
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Качество оценивания (3)

Коэффициент детерминации 
2R   

показывает долю дисперсии  
зависимой переменной, 

«объясненной» уравнением регрессии 

2 ˆ( )
1

( )

Var y RSS ESS
R

Var y TSS TSS
     

 

10 2  R  

Если между переменными существует 

точная линейная связь, то 
2 1R   

 
Если в выборке отсутствует видимая линейная связь 

между переменными x и y, то 02 R  



18

О чем говорит и о чем не говорит R2

• Высокий R2 сам по себе не 
гарантирует, что модель является 
хорошей.
Остается риск ложной регрессии

• Низкий R2 говорит о том, что 
существуют важные факторы, 
которые мы не учли в нашей 
модели
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